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Enoncés 1

Réduction

Sous-espaces stables

Exercice 1 [o00755] [Correction]

Soient u et v deux endomorphismes d'un K-espace vectoriel E.

On suppose que u et v commutent, montrer que Imu et ker u sont stables par v.
Que dire de la réciproque ?

Exercice 2 [oo07s56 ] [Correction]
Montrer qu’'un endomorphisme f d’un K-espace vectoriel F commute avec un
projecteur p si, et seulement si, les espaces Imp et ker p sont stables par f.

Exercice 3 [o01722] [Correction]

Soient E un K-espace vectoriel et f et g deux endomorphismes de E tels que
feg=golf.

a) Montrer que ker f et Imf sont stables par g i.e. g(ker f) C ker f et

g(Imf) C Imf

b) En déduire que, si p est un projecteur de E, on a :

p et f commutent si, et seulement si, Imp et ker p stables par f.

Exercice 4 [o0758] [Correction]
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.
On pose

N = U keru? et I = ﬂ Imu?
p=0 p=0

a) Montrer qu’il existe n € N tel que N = keru™ et I = Imu™.

b) Etablir que N et I sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires stables par
u et tels que les restrictions de u a N et I soient respectivement nilpotente et
bijective.

¢) Réciproquement on suppose E = F @ G avec F' et G sous-espaces vectoriels
stables par u tels que les restrictions de u & F' et GG soient respectivement
nilpotente et bijective. Etablir ' = N et G = 1.

Exercice 5 [o0216] [Correction]

Soient u € L(F) (avec dim F < +00) nilpotent et p € N* tel que u? = 0.

a) Etablir que pour tout k € {1,...,p}, il existe un sous-espace vectoriel Fy, de F
tel que

ker u* = keru* ! @ Fy,

b) Etablir que E=F; & --- @ F,.
c¢) Observer que la matrice de u dans une base adaptée a la somme directe
ci-dessus est triangulaire supérieure a coeflicients diagonaux nuls.

Exercice 6 [03459] [Correction]

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n non nulle et f € L(E)
vérifiant 2 = —Idg.

a) Soit @ € E non nul. Montrer que la famille (a, f(a)) est libre.

On pose F(a) = Vect (a, f(a)).

b) Montrer qu’il existe des vecteurs de E a1, ..., a, non nuls tels que

E=Fl(a)o o Flay)

¢) En déduire que la dimension de E est paire et justifier 'existence d’une base de
FE dans laquelle la matrice de f est simple.

Exercice 7 [03205] [Correction]
Soient £ un R-espace vectoriel de dimension finie et 4 un endomorphisme de F
vérifiant

wWHu=0

a) Montrer que ’espace Imu est stable par w.

b) Pour = € Imu, calculer u?(z)

¢) Soit v 'endomorphisme induit par u sur Imu.

Montrer que v est un isomorphisme.

d) En déduire que le rang de ’endomorphisme u est un entier pair.

Exercice 8 [00757] [Correction]
Déterminer les sous-espaces vectoriels stables pour ’endomorphisme de dérivation
dans K [X].
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Enoncés 2

Exercice 9 [o03462] [Correction]

[Endomorphisme cyclique]

Soient u endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n > 2.
On suppose que E est le seul sous-espace vectoriel non nul stable par .

a) L’endomorphisme u posséde-t-il des valeurs propres ?

b) Montrer que pour tout z € E\ {0g}, la famille (z,u(z),...,u""1(x)) est une
base de E.

Quelle est la forme de la matrice de v dans cette base?

¢) Montrer que cette matrice ne dépend pas du choix de x.

Exercice 10 [ 00759 ] [Correction]
Soient u et v deux endomorphismes d'un K-espace vectoriel de dimension n € N*.
On suppose © o v = v o u et v nilpotent.
On désire montrer
det(u 4 v) = detu

en raisonnant par récurrence sur la dimension n > 1.
a) Traiter le cas n =1 et le cas v = 0.

b) Pour n > 2 et v # 0, former les matrices de u et v dans une base adaptée a Imuv.

¢) Conclure en appliquant ’hypothése de récurrence aux restrictions de u et v au
départ de Imw.

Exercice 11 [o3116] [Correction]
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et w € £L(E) nilpotent.
Soit S un sous-espace vectoriel de E stable par u et tel que

E=5+Imu

Montrer que S = F.

Exercice 12 [oo760] [Correction]
Soit £ = E1 @ F> un K-espace vectoriel. On considere

I'={ue€ L(E),keru = FE; et Imu = Ey}

a) Montrer, pour tout u de I' que & = ug, est un automorphisme de Es.
Soit ¢ : I' — GL(E3) définie par ¢(u) = 4.

b) Montrer que o est une loi interne dans T'.

¢) Montrer que ¢ est un morphisme injectif de (T, o) dans (GL(E2), o).
d) Mountrer que ¢ est surjectif.

e) En déduire que (I', o) est un groupe. Quel est son élément neutre ?

Exercice 13 [02897] [Correction)]
On note E = C(R,R) et on pose, pour toute f € F et tout € R,

Tf(x) = f(z) + / " f()at

a) L’opérateur T est-il un automorphisme de E ?
b) Existe-t-il un sous-espace vectoriel de E de dimension finie impaire et stable
par T'?7

Exercice 14 [o04132] [Correction]
Une matrice A = (a;,;) € M,(R) est dite magique s’il existe un réel s vérifiant

Vi € ﬂl,nﬂ,Zam =setVje [[l,n]],Zam =35
i=1

j=1

On note U la colonne U =" ( 1 1) e M,i(R).
a) Montrer que la matrice A est magique si, et seulement si, il existe des réels \ et
w1 vérifiant

AU = XU et 'UA = ptU

Que dire alors des réels A et 7

b) On introduit les espaces D = Vect(U) et H = {X € M,,1(R)/'UX = 0}.
Pourquoi peut-on affirmer que ces espaces sont supplémentaires 7

¢) Montrer qu’une matrice A de M,,(R) est magique si, et seulement si, elle laisse
stable les espaces D et H.

d) En déduire que la dimension de 'espace de matrices magiques de M,,(R).

Matrices semblables

Exercice 15 [oo721] [Correction]
Soit A € M3(R) vérifiant A2 =0et A #0.
Etablir que A est semblable a la matrice

B:

o = O
o O O
o O O
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Enoncés 3

Exercice 16 [oo722] [Correction]
Soit A € M,,(K) vérifiant

A1 £ O, et A" = O,

Etablir que A est semblable a la matrice

0 1 (0)
B =
1
(0) 0

Exercice 17 [oo723] [Correction]

Soit A € M,,(K) une matrice non nulle telle que les espaces ImA et ker A soient
supplémentaires.

Montrer que la matrice A est semblable & une matrice de la forme

!/
( 13 8 ) avec A’ € GL,(K)

Exercice 18 [oo0724 ] [Correction]
Soit A € M,,(K) une matrice non nulle telle que A% = 0.
Montrer que A est semblable a
0 I,
o=(0 i)

avec r = rgA.

Exercice 19 [oo725] [Correction]
Soit A € M3(R) non nulle vérifiant

AP+ A=0;

Montrer que A est semblable a la matrice

0 0 O
0 0 -1
01 0

Exercice 20 [o00726 ] [Correction)]
Soit M € M4(R) telle que M? + I = 0.
Montrer que M est semblable & la matrice

0 -1 0 O
1 0 0 O
0 0 0 -1
0 0 1 0

Exercice 21 [oo728] [Correction]
Soit A € M, (R) de trace nulle.
Montrer que A est semblable & une matrice de la forme

0 *

Exercice 22 [03136] [Correction)]
Soit A € M,,(K) une matrice de rang 1.
a) Montrer que A est semblable & une matrice dont les n — 1 premiéres colonnes
sont nulles.
b) En déduire
A% =tr(A).Aet det(l, + A) =1+ trA

Exercice 23 [o02382] [Correction]
Quelles sont les matrices carrées réelles d’ordre n qui commutent avec
diag(1,2,...,n) et lui sont semblables ?

Exercice 24 [o02691] [Correction]
Soient A et B dans M, (R) semblables sur C. Montrer que A et B sont semblables
sur R.

Exercice 25 [03032] [Correction]
Soit f : M, (C) — C non constante telle que :

Pour A € M,,(C), prouver I’équivalence :
A inversible < f(A) #0
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Enoncés 4

Exercice 26 [01322] [Correction]
Soit A € M3(R) non nulle vérifiant A? = O3.
Déterminer la dimension de ’espace

C = {M e M3(R)/AM — MA = O3}

Exercice 27 [o03778] [Correction]
Les matrices suivantes sont-elles semblables ?

3 6 -5 -2 1 2 6 21
1 -6 5 -2 02 2 5
A=11 10 8 3 [|¢B=|0 0 3 2
0 -3 2 0 000 5

Exercice 28 [o02541] [Correction]

Soit G une partie de M, (R) non réduite & la matrice nulle.

On suppose que (G, x) est un groupe. Montrer qu’il existe r € N* tel que le
groupe (G, x) soit isomorphe & un sous-groupe de (GL,(R), ).

Etude théorique des éléments propres d’un endo-
morphisme

Exercice 29 [oo0763] [Correction]
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.
Montrer

0 ¢ sp(f) & f surjectif

Exercice 30 [oo762] [Correction]
Soient f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel et n € N*. On suppose que

0 € sp(f™).
Montrer que 0 € sp(f).

Exercice 31 [oo7e4 ] [Correction]
Soit u un automorphisme d’un K-espace vectoriel E .
Etablir

Spu~! = {)\_1//\ € Spu}

Exercice 32 [00765] [Correction)]
Soient E un K-espace vectoriel, u € L(E), a € GL(E) et v =aouoa .
Comparer Spu et Spv d’une part, Ey(u) et Ey(v) d’autre part.

Exercice 33 [oo766] [Correction]

Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E tel que tout vecteur non nul
en soit vecteur propre.

Montrer que u est une homothétie vectorielle.

Exercice 34 [oo0042] [Correction]

Soient u, v deux endomorphismes d’un espace vectoriel.

a) Si A # 0 est valeur propre de u o v, montrer qu’il 'est aussi de v o u.
b) Pour P € E = R [X], on pose

w(P) = P’ ot v(P) = /OX P(t) dt

ce qui définit des endomorphismes de E. Déterminer
ker(u o v) et ker(vou)

¢) Montrer que la propriété de la premiere question reste valable pour A = 0 si
I’espace E est de dimension finie.

Exercice 35 [02544] [Correction]
Soient u et v deux endomorphismes d’un R-espace vectoriel E de dimension finie.
Montrer que si A est valeur propre de u o v alors A est aussi valeur propre de v o u.

Crochet de Lie

Exercice 36 [oo775] [Correction]

Soient A, B € M,,(R) vérifiant AB — BA = A.

a) Calculer A*B — BA* pour k € N.

b) A quelle condition la matrice A* est-elle vecteur propre de I’endomorphisme
M~ MB— BM de M, (R)?

c¢) En déduire que la matrice A est nilpotente.
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Enoncés

Exercice 37 [o02719] [Correction]
Soient f et g deux endomorphismes d’un C-espace vectoriel E de dimension finie
n > 1 tels que

fog—gof=f

a) Montrer que f est nilpotent.
b) On suppose f7~! # 0. Montrer qu’il existe une base e de E et A € C tels que :

0 1 (0)
Mat. f =
—
(0) 0

et
Mat.g = diag(A, A+ 1,..., A +n—1)

Exercice 38 [o02441] [Correction]
Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie non nulle, u,v dans L(FE) et a,b
dans C. On suppose

uov—vou=au-+ bv

a) On étudie le cas a = b = 0.

Montrer que u et v ont un vecteur propre en commun.
b) On étudie le cas a # 0, b = 0.

Montrer que u est non inversible.

Calculer u™ o v — v o u™ et montrer que u est nilpotent.
Conclure que u et v ont un vecteur propre en commun.
¢) On étudie le cas a,b # 0.

Montrer que u et v ont un vecteur propre en commun.

Exercice 39 [o2s868] [Correction]

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie non nulle, (a,b) € C?, f et g
dans L(E) tels que

fog—gof=af+bg

Montrer que f et g ont un vecteur propre commun.

Exercice 40 [02395] [Correction)]

Soit F un espace vectoriel complexe de dimension finie non nulle. Soient u et v
des endomorphismes de E; on pose [u,v] = uv — vu.

a) On suppose [u,v] = 0. Montrer que u et v sont cotrigonalisables.

b) On suppose [u,v] = Au avec A € C*. Montrer que u est nilpotent et que u et v
sont cotrigonalisables.

¢) On suppose l'existence de complexes « et 3 tels que [u,v] = au + Sv. Montrer
que u et v sont cotrigonalisables.

Exercice 41 [oo0s29] [Correction]

Soient f et g deux endomorphismes d’'un K-espace vectoriel E tels que
fog—gof=1

a) Montrer que, pour tout entier n > 1, ona ffog—go f* =nf" 1.

b) En dimension finie non nulle, montrer qu’il n’existe pas deux endomorphismes
fetgtelsque fog—gof=1.

¢) Montrer que dans E = K[X] les endomorphismes f et g définis par f(P) = P’
et g(P) = X P conviennent.

Exercice 42 [oos2s8] [Correction]
Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, f et g deux endomorphismes
de FE vérifiant

feog—gof=f
a) Calculer
fnog_gofn

b) Soit P un polyndéme. Montrer que si P(f) = 0 alors f o P'(f) = 0.
¢) En déduire que f est un endomorphisme nilpotent.

Exercice 43 [03031] [Correction]
Soit A € M,,(C). On considere 'endomorphisme T' de M,,(C) défini par

T(M)=AM — MA
a) On suppose que la matrice A est nilpotente.

Montrer que ’endomorphisme 7" est aussi nilpotent.
b) Réciproque ?
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Exercice 44 [03374] [Correction] Eléments propres d’'un endomorphisme

Soient A, B,C € M,,(R) vérifiant

Exercice 47 [oo7es ] [Correction]

Soient E = C*(R,R) et D I’endomorphisme de E qui & f associe sa dérivée f’.
Déterminer les valeurs propres de D ainsi que les sous-espaces propres associés.

AB—-BA=C

On suppose en outre que C' commute avec les matrices A et B.
a) On suppose que A et diagonalisable. Montrer que la matrice C est nulle.
b) On suppose que la matrice C est diagonalisable. Montrer & nouveau de que la

matrice C est nulle. Exercice 48 [o03126] [Correction)]

Soient E = CN et f : E — E l'application qui transforme une suite u = (u,) en
v = (vy,) définie par

Up + Un—1

vg = ug et Vn € N*, v,, = 5

Exercice 45 [o04105] [Correction]
On fixe A € M,(R) et on considére A : M € M,(R) — AM — M A.

a) Prouver que A est un endomorphisme de M, (R) et que : Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f.

“(n
Vn € N*,¥(M, N) € M,(R)*, A" (MN) = Z (k:) AF(M)A"R(N) Exercice 49 [ 00770 ] [Correction]
k=0 Soient E D’espace des suites réelles convergeant vers 0 et A : E — F

I’endomorphisme défini par
b) On suppose que B = A(H) commute avec A. Montrer :

A(u)(n) = u(n+1) —u(n)
A?(H)=0et A" (H") =0

Déterminer les valeurs propres de A.
Vérifier A"(H™) = n!B™.
¢) Soit || . || une norme sur M, (R). Montrer que ||B"||1/n — 0.

n—-+4oo . :

Exercice 50 [oo769] [Correction]
Soient E = C°(R,R) et I I'endomorphisme de F qui & f € E associe sa primitive
qui s’annule en 0.
Déterminer les valeurs propres de 1.

d) En déduire que la matrice B est nilpotente.

Exercice 46 [o4107] [Correction]
Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie non nulle, u et v deux

endomorphismes de E. Exercice 51 [o3467] [Correction]

a) On suppose dans cette question et dans la suivante que uov —vou = wu. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [0, +00[ vers R convergeant
Montrer que ker(u) est stable par v. en +0o.

b) Montrer que ker(u) # {0}. Soit T I'endomorphisme de E donné par

Indice : On pourra raisonner par ’absurde et utiliser la trace.

En déduire que u et v ont un vecteur propre commun. Vz € [0, 400, T(f)(z) = f(z + 1)

¢) On suppose maintenant que uov — v ou € Vect (u, v)
Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle les matrices de u et v sont
triangulaires supérieures.

Déterminer les valeurs propres de T et les vecteurs propres associés.
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Exercice 52 [o00771] [Correction]
Soit E le sous-espace vectoriel des fonctions de C([0, +o0o[R) s’annulant en 0.
Pour tout f € E, on définit o(f) : [0, +oo] — R par

1 x
PO =0 et o(N)a) = [ F(®dt pour >0
0
a) Montrer que ¢(f) € E puis que ¢ est un endomorphisme de E.

b) Déterminer les éléments propres de .

Exercice 53 [03435] [Correction]
Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues de [0, +-00[ vers R.
Pour tout f € E, on définit T'(f) : |0, +o00[ — R par

1 €T
T(f)(z) = 7/ f(t)dt pour z > 0
T Jo
a) Montrer que la fonction T'(f) se prolonge par continuité en 0 et qu’alors T' est

un endomorphisme de F.
b) Déterminer les éléments propres de T

Exercice 54 [o03063] [Correction]
Soit E l'espace des fonctions f de classe C! de [0, +oo[ vers R vérifiant £(0) = 0.
Pour un élément f de E on pose T'(f) la fonction définie par

r(1)@) = [ L

Montrer que T est un endomorphisme de E et trouver ses valeurs propres.

Exercice 55 [o2700] [Correction]
Soit E = C([0,1],R). Si f € E on pose

T(f) 2 € [0,1] - /0 min(a, ¢) £(£) dt

a) Vérifier que T est un endomorphisme de E.
b) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de T'.

Exercice 56 [02577] [Correction)]
a) Montrer que ®, qui a P associe

(X2 -1)P'(X) - (4X + 1)P(X)

est un endomorphisme de Ry [X].
b) Résoudre I’équation différentielle

v'= (2(5:5_—/\1) + 2(:;_:-/\1)) Y

c¢) En déduire les valeurs propres et les vecteurs propres de ®.

Exercice 57 [03125] [Correction]
Déterminer valeurs propres et vecteurs propres de 'endomorphisme ¢ de R,, [X]
défini par

@: P (X2 —1)P —nXP

Exercice 58 [02511] [Correction]

Soit a € R et n > 2.

a) Montrer que ¢(P)(X) = (X —a) (P'(X) — P'(a)) — 2(P(X) — P(a)) définit un
endomorphisme de R, [X].

b) A laide de la formule de Taylor, déterminer I'image et le noyau de ¢.

¢) Trouver ses éléments propres. L’endomorphisme est-il diagonalisable ?

Exercice 59 [o3187] [Correction]
a) Soit f un endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension finie. Si a est
valeur propre de f, de multiplicité m, et si E(f,a) est le sous-espace propre
attaché, montrer

1< dimE(f,a) <m

b) Soit
1 1 11
2 2 2 2
A= 3 3 3 3
4 4 4 4

Déterminer simplement les valeurs propres de A.
La matrice A est-elle diagonalisable ?
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Polynomes caractéristiques

Exercice 60 [oo77s] [Correction]
a) Montrer que deux matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique.
b) Réciproque ?

Exercice 61 [oo779] [Correction]

Soit F' un sous-espace vectoriel stable par un endomorphisme u d’un K-espace
vectoriel E de dimension finie.

Etablir que le polynoéme caractéristique de I’endomorphisme induit par v sur F
divise le polynoéme caractéristique de u.

Exercice 62 [00781] [Correction]
Soient A, B € M,,(C). On désire établir ’égalité des polyndmes caractéristiques

XAB = XBA

a) Etablir 'égalité quand A € GL,,(C).
b) Pour A ¢ GL,(C), justifier que pour p € N assez grand A + %In € GL,(C).
En déduire que 1’égalité est encore vraie pour A non inversible.

Exercice 63 [o1272] [Correction]
Soient A € M,, ,(K), B € M,, ,(K) et A € K. En multipliant & droite et & gauche
la matrice

A, A
M = . € Mpp(K
( B Ip ) +P( )
par des matrices triangulaires par blocs bien choisies, établir
APxaB(A) = X'xpa())
Exercice 64 [o02697] [Correction]
Soit (A, B) € M, 4(R) x M, ,(R). Montrer que
XxaB(X) = XPxpa(X)

Indice : Commencer par le cas ou

I 0
=5 o)

Exercice 65 [01109] [Correction)]
Soient A, B € M,,(K) et p € N*. Etablir

X(AB)» = X(BA)»

Exercice 66 [oo7so] [Correction]
Soit A € M,,(R) inversible de polynéme caractéristique x .
Etablir que pour tout x # 0,

n

X
1) = —— 1/x
X (@) = Zxall/e)
Exercice 67 [o02901] [Correction]
Soit A € M,,(C). Montrer
Xai € R[X]

Exercice 68 [o02698] [Correction]

a) Si P € Z[X] est unitaire de degré n, existe-t-il une matriceA € M,,(Z) de
polyndéme caractéristique (—1)"P(X)?

b) Soient (A1,...,\,) € C" et le polyndme

n
P=][x-x)
i=1
On suppose P € Z[X]. Montrer que pour tout ¢ € N* le polynome
Py = H (X =)
i=1

appartient encore a Z [X].
¢) Soit P dans Z [X] unitaire dont les racines complexes sont de modules < 1.
Montrer que les racines non nulles de P sont des racines de I'unité.

Exercice 69 |[03213] [Correction)]
Soient n > 2 et f € L(C™) endomorphisme de rang 2.
Déterminer le polyndéme caractéristique de f en fonction de trf et trf2.
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Exercice 70 [02699 ] [Correction]

Soient A et B dans M,,(K) (K =R ou C).

a) Comparer SpB et Sp’B.

b) Soit C' € M,,(K). Montrer que s’il existe A pour lequel AC' = \C, alors

ImC C ker(A — Al,).

¢) Soit A une valeur propre commune & A et B. Montrer qu’il existe C € M,,(K),
C # 0, telle que AC =CB = \C.

d) On suppose l'existence de C € M,,(K) avec rgC' = r et AC' = CB. Montrer que
le PGCD des polynoémes caractéristiques de A et B est de degré > r.

e) Etudier la réciproque de d).

Exercice 71 [o03476] [Correction]
Soient A, B € M, (R). On suppose qu’il existe M dans M, (R) de rang r tel que

AM = MB
Montrer que deg(xa A xB) = 7.
Soient A et B dans M,,(K) (K =R ou C).

Calcul de polynémes caractéristiques

Exercice 72 [00782] [Correction]
Calculer le polynéme caractéristique de la matrice

0 1 0
0 0 1
ay ayp - Anp-1

Exercice 73 [oo7s4] [Correction]

Soient
0 1 0
A=t | € M, (C) et Po(x) = det(z], — A,)
0 1. (1)
a) Montrer

P, (z) =2P,_1(z) — P,—2(x)

Calculer P;(z) et Po(x).
b) Pour tout = € ]—2,2[, on pose z = 2cos o avec « € |0, 7[. Montrer que

Sin((?”.b+ 1a)

P, (z) =

c¢) En déduire que P, (x) admet n racines puis que A,, est diagonalisable.

Exercice 74 [02493] [Correction]

Soient as,...,a, € C*, tous distincts et P(z) = det(A + zI,,) avec
0 a - an
A— al 0
an
ai .. Ap—1 0

a) Calculer P(a;) et décomposer en éléments simples la fraction
P(z)

n

(x —a;)

i=1

b) En déduire det A.

Exercice 75 [oo7s5] [Correction]

Soient aq,...,a, € C* deux a deux distincts.
On pose
0 ao ay
P(z) =det(A + «I,) avec A = a0
an
aq N Ap—1 0

a) Calculer P(a;).
b) Justifier que P est un polyndéme unitaire de degré n.
c¢) Former la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle

P(X)
_13[1 (X — ai)

d) En déduire le déterminant de A + I,,.
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Applications du polynéme caractéristique

Exercice 76 [02696] [Correction]
Soient A, B € M, (R). Montrer que AB et BA ont méme valeurs propres.

Exercice 77 [o03083] [Correction]
Soit A € M,,(R) telle que SpA C RT.
Montrer

detA>0

Exercice 78 [o03121] [Correction]
Soient A, B € M,,(C). Etablir

xa(B) € GL,(C) & SpANSpB =10

Exercice 79 [o03991] [Correction]

a) Soient B,C € M, (C) semblables

Pour z € C, montrer que les matrices xI,, — B et xI,, — C sont semblables.

En est-il de méme de (z1, — B)" ' et (21, —C)™'?

b) Soit A € M,,(C). On note P4(x) = det(zl,, — A) et P le polynéme dérivé de
Py.

On suppose que x n’est pas valeur propre de A, montrer

1 _ PIIL‘(I
Py(z)

~

tr (xI, — A)

Existence de valeurs propres dans un espace com-
plexe

Exercice 80 [oo7s6 ] [Correction]

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie.

a) Justifier que tout endomorphisme de E posséde au moins une valeur propre
b) Observer que I'endomorphisme P(X) — (X — 1)P(X) de C[X] n’a pas de
valeurs propres.

Exercice 81 [00502] [Correction]
a) Rappeler pourquoi un endomorphisme d’un C-espace vectoriel de dimension
finie non nulle admet au moins un vecteur propre.
b) Soient u, v deux endomorphismes d’un C-espace vectoriel E de dimension finie
non nulle.
On suppose

uov=vou

Montrer que u et v ont un vecteur propre en commun.

Exercice 82 [oo7s7] [Correction]
Soient A, B € M,,(C) vérifiant AB = BA.
Montrer que A et B ont un vecteur propre en commun.

Exercice 83 [oo7ss ] [Correction]
Montrer que A, B € M,,(C) ont une valeur propre en commun si, et seulement si,
il existe U € M,,(C) non nulle vérifiant UA = BU.

Exercice 84 [o03795] [Correction]
K désigne R ou C.
On dit qu'une matrice A € M,,(K) vérifie la propriété (P) si

IM € M, (K),VX € K,det(M + AA) #0

a) Rappeler pourquoi une matrice de M,,(C) admet au moins une valeur propre.
b) Soit T une matrice triangulaire supérieure de diagonale nulle.

Calculer det(I,, + AT'). En déduire que T' vérifie la propriété (P)

c¢) Déterminer le rang de la matrice

0 I
T, = ( 0 0 )eMn(K)
d) Soient A vérifiant (P) et B une matrice de méme rang que A ; montrer
3(P,Q) € GL,(K)?, B = PAQ

et en déduire que B vérifie (P).

e) Conclure que, dans M, (C), les matrices non inversibles vérifient (P) et que ce
sont les seules.

f) Que dire des cette propriété dans le cas M,,(R) (on distinguera n pair et n
impair) ?
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Exercice 85 [o04073] [Correction]
Soient u, v deux endomorphismes d’un C-espace vectoriel F de dimension finie non
nulle vérifiant © o v = v o u. Montrer que u et v ont un vecteur propre en commun.

Eléments propres d’une matrice

Exercice 86 [oo772] [Correction]

Soit A € M,,(K) vérifiant rg(A) = 1.

Montrer qu’il existe A € K tel que A%2 = AA et que ce scalaire A est valeur propre
de A.

Exercice 87 [oo0773] [Correction]
Pour A € M,,(R), on pose

n
Al = sup > lai

1<ign j=1

Montrer que

Sp(4) < [ [IA[l, Al

Exercice 88 [oo0774] [Correction]
Soit A = (a;,;) € M,(R) vérifiant pour tout ¢, j € {1,...,n} a;; > 0 et pour tout
n

iE{l,...7TL}, Zam- = 1.
j=1

a) Montrer que 1 € Sp(A4).
b) Justifier que si A € C est valeur propre de A alors || < 1.
¢) Observer que si A € C est valeur propre de A et vérifie |A| = 1 alors A = 1.

Exercice 89 [o032s80] [Correction]
Soit A = (a; ;) € My (R) vérifiant pour tout 7,5 € {1,...,n} a;; € RT et pour

n

tout i € {1,...,n}, > a;; = 1.
j=1

a) Montrer que 1 € Sp(A4).

b) Justifier que si A € C est valeur propre de A alors |A| < 1.

¢) Observer que si A € C est valeur propre de A et vérifie |A\| = 1 alors A est une
racine de l'unité.

Exercice 90 [o02729] [Correction)]

Soit la matrice A € M,,(R) donnée par A = (min(%, j))1<i j<n-

a) Trouver une matrice triangulaire inférieure unité L et une matrice triangulaire
supérieure U telle que A = LU.

b) Exprimer A~! a laide de

0 1 (0)
N =
1
(0) 0

¢) Montrer que SpA~! C [0,4].

Exercice 91 [o2704] [Correction]
Déterminer les valeurs propres de la matrice de M,,(R) suivante

1 1 - 1
11 (0)
M=| . ,
1 (0) 1

Exercice 92 [o02861] [Correction)]
Déterminer les valeurs propres de la matrice

: : € M, (R)
0 -~ 0 1
1 1 1

Exercice 93 [o03173] [Correction]
Soit n € N, n > 2. Déterminer les valeurs propres de la comatrice de A € M,,(C).
On commencera par étudier le cas ou la matrice A est inversible.

Exercice 94 [o03316] [Correction]
Soient n > 3 et

0 ©0) 1
A= 1 € M,(R)
1
1 (0) 0
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a) Calculer les rangs de A et A2
b) Soit f ’endomorphisme de R™ canoniquement représenté par la matrice A.
Montrer

ker f @ Imf =R"

¢) En déduire que la matrice A est semblable & une matrice de la forme
0 (0)
avec B € GLy(R)
(0) B

d) Calculer trB et trB2.
En déduire les valeurs propres de B puis celles de A.
e) La matrice A est-elle diagonalisable ?

Exercice 95 [o3672] [Correction]
Soit (ag,...,ap—1) € CP. On suppose que 1 est racine simple de

P(X)=X"— (a1 X? '+ + a1X + ap)

On suppose la convergence d’une suite (uy,)neny déterminée par ses p premiers
termes ug, ..., up—1 €t la relation de récurrence

Up+p = Qp—1Untp—1 + *+* + Q1UR+1 + QU

Déterminer la limite de (uy)nen.

Exercice 96 [02543] [Correction]
Expliquer brievement pourquoi

tcom(A)A = det(A)I,

On suppose que A admet n valeurs propres distinctes ; que vaut det(A)?
Que représente un vecteur propre de A pour ‘com(A)?
On suppose de plus que A n’est pas inversible. Déterminer

dim ker ‘com A

Prouver que ‘comA n’admet que deux valeurs propres, les expliciter.

Exercice 97 [o02613] [Correction)]

Soient
0 1 (0)
1
A, = € M,(C)
o
(0) 1 0

et xn son polynéme caractéristique.
a) Calculer
Up = Xn(2cosa)

pour tout o € |0, 7.

b) Déterminer les valeurs propres de A,,.

Quelle est la dimension des sous-espaces propres de A, 7
c¢) Déterminer les sous-espaces propres de A,

Indice : on pourra, pour A valeur propre de A,,, chercher

I

vérifiant AX = AX et poser g = x,+1 = 0.

Eléments propres d’un endomorphisme matriciel

Exercice 98 [oo0776] [Correction]
Soient n € N* et E = M,,(R). Pour A € E, on introduit u : F — E défini par

u(M) =AM

Montrer que A et u ont les mémes valeurs propres et préciser les sous-espaces
propres de u en fonction de ceux de A.

Exercice 99 [oo777] [Correction]

Soient A € M,,(C) et ® 4 'endomorphisme de M,,(C) définie par &4 (M) = AM.
a) Montrer que les valeurs propres de ® 4 sont les valeurs propres de A.

b) Déterminer les valeurs propres de U4 : M — MA.
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Exercice 100 [oo767 ] [Correction]
On considére les matrices réelles

1 0 a b
AZ(O 2>etM:<c d)

a) Calculer AM — MA.
b) Déterminer les éléments propres de I’endomorphisme M — AM — M A.

Diagonalisabilité d’une matrice par similitude

Exercice 101 [oo796 ] [Correction]
Montrer que si A est diagonalisable alors ‘A 'est aussi.

Exercice 102 |[o1673] [Correction]
Soient A € GL,(K) et B € M, (K).
On suppose la matrice AB diagonalisable. Montrer que BA est diagonalisable.

Diagonalisabilité d’une matrice par ’étude des élé-
ments propres

Exercice 103 [o0789 ] [Correction]
Soient a € R et

—sina cosa  sina

A:<C9SO‘ >€M2(K)etB:( .
Sin o COS & SN &

a) On suppose K = C. La matrice A est-elle diagonalisable ?
b) On suppose K = R. La matrice A est-elle diagonalisable ?
¢) Mémes questions avec B.

—Cos &

) € My(K)

Exercice 104 |[oo0790 ] [Correction]
Soient a,b,c € R. La matrice

0 -b c
M = a 0 —c € Mg(R)
—a b 0

est-elle diagonalisable 7

Exercice 105 [oo0792] [Correction]
Soient a,b € R* tels que |a| # |b] et

a b a -+ b
b a b

A=| a b a b | € Man(R) (avec n > 2)
b a b -+ a

a) Calculer le rang de A. En déduire que 0 est valeur propre de A et déterminer la
dimension du sous-espace propre associé.

b) Déterminer deux vecteurs propres non colinéaires et en déduire que A est
diagonalisable.

Exercice 106 [o3123] [Correction]
Monter que la matrice suivante est diagonalisable

0o 1 (0)
n ' 2

A= n—1 € M, 4+1(C)
(0) 1 0

(indice : on pourra interpréter A comme la matrice d'un endomorphisme de
Cn [X])

Exercice 107 | o03283] [Correction]
a) Exprimer le polynéme caractéristique de la matrice

0 1 0
M=

0 0 1

ap ap -+ QAp-1

en fonction du polynéme
P(X)=X"—(an 1 X" ' 4+ + a1 X +ap)

b) Soit A une racine de P. Déterminer le sous-espace propre de M associé a la
valeur propre A.
c¢) A quelle condition la matrice M est-elle diagonalisable ?
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Exercice 108 [ 03767 ] [Correction]
Considérons la matrice A suivante :

010 0
1k 11

A=l 1 0 o | €M
01 0 0

1. On suppose k réel, la matrice A est-elle diagonalisable dans M4(R) ? (sans
calculs) ;

2.a) Déterminer le rang de A.

2.b) Donner la raison pour laquelle le polynéme caractéristique de A est de la
forme

X2(X —up)(X —up)

avec u1, ug appartenant a C* et vérifiant
up tug =ketul +ui=k*+6

2.c) Etudier les éléments propres dans le cas olt u; = us.
2.d) En déduire les valeurs de k pour que A soit diagonalisable dans My(C).

Exercice 109 [o03433] [Correction]

Exercice 111 [o02522] [Correction]
Soit (as,...,a,_1) € C*~L.
a) Quel est le rang de A € M,,(C) définie par

0 0 ay

A= 5 ?
0 0 Ap—1
a1 . e Ap—1 0

b) Avec la trace, que peut-on dire des valeurs propres ?
c¢) A est-elle diagonalisable ?

Exercice 112 [oo798 ] [Correction]

: o I,
801entA€./\/ln(K)etB:<A O)'

a) Etudier les valeurs propres de B en fonction de celles de A.
b) On suppose A diagonalisable. B est-elle diagonalisable ?

Exercice 113 [oo0797] [Correction]
Soient A; € M,(K), Az € M,(K) et A € M,14(K) définie par

Pour quelle(s) valeurs de = € R, la matrice suivante n’est-elle pas diagonalisable ? A A O
S\ 0 A
—2—-z bH+z x
A= x —2—-x —=x Montrer que A est diagonalisable si, et seulement si, A; et As le sont.
-5 5 3

Exercice 110 [ 02536 ] [Correction]
Soient a, b, ¢, d quatre nombres complexes avec a® 4+ b% # 0 et

a b c d

b a —-d c
A= —c d a -b
—-d —c b a

a) Calculer A*A, det A et montrer que rg(A) = 2 ou 4.

b) On pose a? = b? + ¢? + d? supposé non nul. Montrer que A est diagonalisable.

Diagonalisabilité des matrices de rang 1

Exercice 114 [ 00793 ] [Correction]
Soit A € M,,(C) telle que rgA = 1.
Etablir
A diagonalisable si, et seulement si, trA # 0

Exercice 115 [o0794 ] [Correction]
Soient X,Y € M, 1(K) non nuls.
A quelle condition la matrice XY est-elle diagonalisable ?
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Exercice 116 [ 02391 ] [Correction]
Soient K un sous-corps de C et

J=1: o] € Mou(K)
1 --- 1

Montrer que J est diagonalisable.

Exercice 117 |[o2702] [Correction]
Soit (a1,...,a,) € C". La matrice (a;a;)1<i,j<n est-elle diagonalisable ?

Exercice 118 [oo791 ] [Correction]
Parmi les matrices élémentaires E; ; de M,,(K), lesquelles sont diagonalisables ?

Exercice 119 [ 02595 ] [Correction]

Soient (ay,...,an) € (RL)™ et
a1 ai e ai
as as - as
N =
a/n a/n e a/n

Calculer N2, la matrice N est-elle diagonalisable ?
Montrer que M = 2N + I, est inversible et calculer M 1.

Diagonalisation d’une matrice

Exercice 120 [ o2706 ] [Correction]

On pose

a®> ab ab b2
ab a®> b ab
ab b a®> ab
B2 ab ab a?

M(a,b) =

pour tous a, b réels.

a) Ces matrices sont-elles simultanément diagonalisables ?

b) Etudier et représenter graphiquement 1’ensemble des (a,b) € R? tel que
M (a,b)™ tend vers 0 quand n tend vers oo.

Exercice 121 [o02705] [Correction]
Soient a, b deux réels et les matrices

a b - b b -~ b a
A— b a R ot B — a b
b b a b b

Réduire ces deux matrices.

Exercice 122 | o02703] [Correction]
Diagonaliser les matrices de M, (R)

1 1
o o 0 o
. . et
0 0 1
1 11 0 ... 0
1 1
Exercice 123 | o3255] [Correction]
Soit
0 (b)
M, = e M, (C)
(a) 0

A quelle condition la matrice M, est-elle diagonalisable ?
Déterminer alors une base de vecteurs propres

Calcul de puissances d’une matrice

Exercice 124 [oos11] [Correction]
Calculer A™ pour

A:

— = N
[ NGRS
DO =
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Exercice 125 [oo0s12] [Correction]

Soit '
A:( cosf 281n9>

% sinf cos®

a) Déterminer deux réels a, 3 tel que A2 = oA + BIs.
b) Calculer A™ pour n > 1.

Exercice 126 | oos42 ] [Correction]
Soit
0 1

M= € M,(R) avec n > 2
1 0
a) Montrer que M est diagonalisable.

b) Déterminer le polynéme minimal de M.
¢) Calculer M? pour p € N.

Applications diverses de la diagonalisabilité

Exercice 127 [o0s813] [Correction]
a) Déterminer les valeurs propres de

1 3 0
A= 3 -2 -1
0 -1 1

b) Combien y a-t-il de matrice M telle que M? = A dans M,,(C)? dans M,,(R)?

Exercice 128 | oos14 ] [Correction]
Soit

A:(? §>EM2(R)

a) Diagonaliser la matrice A en précisant la matrice de passage P
b) Soit M € M (R) une matrice telle que M? + M = A.

Justifier que la matrice P~1M P est diagonale.

c) Déterminer les solutions de 1’équation M? + M = A.

Exercice 129 [o0s815] [Correction]
Soit pour n > 2 la matrice

0 1 (0)
S 0

0 1

10 0

a) Montrer que la matrice J est diagonalisable dans M, (C)
b) Application : calculer

ao aq ce Un—1
Gn—1
ai
ay o Qp—1 ao

Exercice 130 [o02692] [Correction]
Les matrices

1 2 3 1 3 2
31 2 et 2 1 3
2 31 3 21

sont-elles semblables ?

Exercice 131 [o03145] [Correction]
Soit G un sous-groupe de (GL,(R), x) vérifiant

VM e G M?*=1,

a) Montrer que G est commutatif.
b) En déduire que les éléments de G sont codiagonalisables.
¢) En déduire

CardG < 2"

d) Application : Montrer que s’il existe un isomorphisme entre (GL,(R), X) et
(GL,,(R), x) alors n = m.

Exercice 132 [o02453] [Correction]
Soient A, B € M, (R) avec B diagonalisable.
Montrer
AB® = B*A = AB = BA
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Exercice 133 [o03122] [Correction]
Soient p,q € N* et A, B,M € M, (C) avec A, B diagonalisables. Montrer

APMB? =0, = AMB = O,,

Exercice 134 [ 02980 ] [Correction]
Soit ¢ une application de My(C) vers C vérifiant :

VA, B € Ma(0),p(AB) = p()e(B) et o () =

Montrer que ¢ = det.

Exercice 135 | 03276 ] [Correction]
On considere trois suites réelles (un)n>0, (Vn)n>0 €t (Wn)n>o vérifiant

=

Up+1 = —Up + v + wy
Un41 = Up — Up + wp,

Wp+1 = Un + v, — Wy

A quelle condition sur (ug, vg, wp), ces trois suites sont-elles convergentes ?

Exercice 136 | o3ss8] [Correction]
Soit M € M,,(R) telle que M? soit triangulaire supérieure & coefficients
diagonaux deux a deux distincts. Montrer que M est aussi triangulaire supérieure.

Exercice 137 [03113] [Correction]
a) Soit D € M,,(C). Déterminer U'inverse de

I, D
O, I,

b) Soient A, B € M, (C) diagonalisables telles que SpA N SpB = .
Montrer que pour tout matrice C' € M,,(C), les matrices suivantes sont semblables

A CN (A O
o, B)%\o, B

Exercice 138 [03270] [Correction]
a) Déterminer les entiers k pour lesquelles ’équation

610 + esz =1

admet au moins une solution 6 € R.
b) Soit Sy I'ensemble des suites réelles u telles que

Vn € Nvun+k = Up + Untk-1

A quelle condition sur k, Sy contient-il une suite périodique non nulle.

Diagonalisabilité d’un endomorphisme par 1’étude
de ses éléments propres

Exercice 139 [o0799 ] [Correction]
Soit v un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie F.
On suppose que

Montrer que u est diagonalisable.

Exercice 140 [ o0800 ] [Correction]

Soit E =R, [X]. Pour P € E, on pose p(P) =P — (X +1)P".

a) Justifier que ¢ définit un endomorphisme de R,, [X].

b) Déterminer les valeurs propres de @ et justifier que ¢ est diagonalisable.

Exercice 141 [oosot | [Correction]
Montrer que 'application

f:P(X)— (X?2-1)P"(X)+2XP'(X)

est un endomorphisme de 1’espace vectoriel réel E = R,, [X]. Former la matrice de
f relative a la base canonique de E. En déduire la diagonalisabilité de f ainsi que
ses valeurs propres et la dimension des sous-espaces propres associés.

Exercice 142 [o0802] [Correction]
Soient E = R,, [X] et deux réels a # b. Pour P € E, on pose

o(P)= (X —a)(X —b)P' —nXP

a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
b) Déterminer les valeurs propres de ¢ et en déduire que ¢ est diagonalisable.
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Exercice 143 [o00s03] [Correction]
L’endomorphisme ¢ de M,,(R) défini par

d(M) =M +tr(M).I,

est-il diagonalisable ?

Exercice 144 [o0804 ] [Correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, f € L(E) et F € L(L(E))
définie par F(u) = f ou.

a) Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si, F' U'est.

b) Montrer que f et F' ont les mémes valeurs propres.

¢) Soit A une valeur propre de f. Etablir dim E)\(F) = dim E x dim E)(f).

Exercice 145 |[o3015] [Correction]
Soient E un espace vectoriel de dimension finie, un projecteur fixé de E et
F: L(E) — L(F) définie par

Fifer g (fop+pof)

a) F est-elle linéaire ?
b) F est-elle diagonalisable ?
¢) Quelle est la dimension des sous-espaces propres associés 7

Exercice 146 |[o2718] [Correction]

Soient A € R[X] et B € R[X] scindé a racines simples de degré n + 1. Soit ®
lendomorphisme de R, [X] qui & P € R[X] associe le reste de la division
euclidienne de AP par B. Déterminer les éléments propres de ®.
L’endomorphisme & est-il diagonalisable ?

Exercice 147 [o3s82] [Correction]

Soient A, B fixés dans R,, [X].

On note f 'application qui, & P € R,, [X] associe le reste de la division
euclidienne de AP par B.

a) Montrer que f est un endomorphisme ; est-ce un isomorphisme ?

b) On suppose dans la suite que les polynémes A et B premiers entre eux avec B
scindé a racines simples; donner les valeurs propres de f.

¢) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Exercice 148 [o02722] [Correction]

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, f € L(E) tel que f2 = f.
Etudier les éléments propres et la diagonalisabilité de I’endomorphisme
urr fu—uf de L(E).

Exercice 149 [o02723] [Correction]
Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et f € £(E). On définit
T € L(E) — L(E) par

T(9)=feg—gof

Montrer que si f est diagonalisable, alors T" est diagonalisable; si f est nilpotente,
alors T' est nilpotente.

Exercice 150 [o03776] [Correction]

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et e = (eq, ...
E.

On considére ’endomorphisme f de E déterminé par

,€en) une base de

ke {1,....n}, fler) =en+ D e
=1

a) Donner la matrice de f dans e.

b) Déterminer les sous-espaces propres de f.

¢) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

d) Calculer le déterminant de f. L'endomorphisme f est-il inversible ?

Exercice 151 [ o03450 ] [Correction]

On considere un R-espace vectoriel de dimension finie F, v un endomorphisme de
E, U = (u;;) la matrice de u dans une base de E, e; ; les projecteurs associés a
cette base et E; ; la matrice de ces projecteurs.

On considére ¢ I'endomorphisme dans L(F) tel que

() =uov

a) Montrer que ¢ et u ont les mémes valeurs propres.

b) Calculer UE; ; en fonction des Ej ;. En déduire qu'il existe une base de L(E)
dans laquelle la matrice de ¢ est diagonale par blocs.

c¢) Exprimer cette matrice.
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Exercice 152 [oo0s10] [Correction]

Soient D = diag(Ay,...,\n) et ¢ : M — DM — M D endomorphisme de M, (K).
a) Calculer ¢(F; ;) ou E; ; désigne la matrice élémentaire d’indice (4, j) de

M, (K).

Quelle particularité présente la matrice de ¢ relativement a la base canonique de
M, (K)?

b) Soit f un endomorphisme diagonalisable d’un K-espace vectoriel E de
dimension finie.

L’endomorphisme ¢ : u +— fou—uo f de L(FE) est-il diagonalisable ?

Exercice 153 [o01324] [Correction]
Soient E = S3(R),

a b
A= ( c d > € MQ(R)
et : So(R) — S3(R) définie par
®(S) = AS + S'A

) Déterminer la matrice de ® dans une base de E.

b) Quelle relation existe-t-il entre les polynémes caractéristiques x¢ et xa 7
¢) Si ® est diagonalisable, la matrice A l'est-elle ?

d) Si A est diagonalisable, 'endomorphisme ® 'est-il ?

a

Applications de la diagonalisabilité d’un endomor-
phisme

Exercice 154 [o00809 ] [Correction]

Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel £ de dimension n admettant
exactement n valeurs propres distinctes.

a) Montrer qu'il existe un vecteur a € F tel que la famille (a, f(a),..., f""1(a))
soit une base de E.

b) Quelle est la forme de la matrice de f dans cette base?

Exercice 155 [ 00808 ] [Correction]

Soit f un endomorphisme diagonalisable d’'un K-espace vectoriel E de dimension
n.

On note Cy I'ensemble des endomorphismes qui commutent avec f.

a) Montrer que Cy est un sous-espace vectoriel de L(E).

b) Montrer qu'un endomorphisme g appartient a Cy si, et seulement si, chaque
sous-espace propre de f est stable par g.

c¢) En déduire que
dimCy = Z o3
AeSp(f)

ou a) est 'ordre de multiplicité de la valeur propre A.
d) On suppose que les valeurs propres de f sont simples. Montrer que
(Id, f, ..., f* ') est une base de Cj.

Exercice 156 [02539] [Correction]
Soit F un espace vectoriel de dimension finie n > 2.
a) Donner un exemple d’endomorphisme f de E dont 'image et le noyau ne sont
pas supplémentaires.
b) On suppose, dans cette question seulement, que f est une endomorphisme de E
diagonalisable.
Justifier que 'image et le noyau de f sont supplémentaires.
¢) Soit f un endomorphisme de E. Montrer qu’il existe un entier nature non nul k
tel que

Im(f*) @ ker(f*) = E

L’endomorphisme f* est-il nécessairement diagonalisable ?
d) Le résultat démontré en c) reste-t-il valable si I'espace est de dimension infinie ?

Exercice 157 [o0806 ] [Correction]

Soit v un endomorphisme d’'un C-espace vectoriel E de dimension finie
diagonalisable.

a) Montrer qu’il existe un endomorphisme u de E vérifiant u? = v.

b) Montrer qu’on peut choisir u solution qui soit un polynéme en v (indice : on
pourra introduire un polynome interpolateur).

Exercice 158 [o03252] [Correction]

Soit f un endomorphisme d’un R-espace vectoriel E de dimension n possédant
exactement n valeurs propres.

a) Déterminer la dimension des sous-espaces propres de f.

b) Soit g un endomorphisme de E vérifiant g2 = f. Montrer que g et f commutent.
En déduire que les vecteurs propres de f sont aussi vecteurs propres de g.

c¢) Combien y a-t-il d’endomorphismes g de F solutions de 1’équation

@ =f
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Exercice 159 [ 03454 ] [Correction]

Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E de dimension n € N*.

On suppose que f posséde exactement n valeurs propres distinctes. Montrer que
seuls les polynomes en f commutent avec f (indice : on pourra introduire un
polyndme interpolateur convenable).

Exercice 160 [02502] [Correction]
Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et v € L(E), v € L(E)
diagonalisables vérifiant

u’ =wv

Montrer que u = v.

Trigonalisabilité d’une matrice

Exercice 161 [oos16] [Correction]
Montrer qu’une matrice triangulaire inférieure est trigonalisable.

Exercice 162 [ o03284] [Correction]

Soient A, B € M,,(C) vérifiant AB = O,,.

a) Montrer que les matrices A et B ont un vecteur propre en commun.
b) Etablir que A et B sont simultanément trigonalisables.

Trigonalisation d’une matrice

Exercice 163 [ 00820 ] [Correction]

Soit
2 -1 -1
A= 2 1 =2
3 -1 =2

a) Calculer le polynome caractéristique de A.
b) Trigonaliser la matrice A.

Exercice 164 | oos21 ] [Correction]

Soit
0 1 1
A= -1 1 1
-1 1 2

a) Calculer le polynoéme caractéristique de A.
b) Trigonaliser la matrice A.

Exercice 165 [ o03s583] [Correction]
Trigonaliser la matrice

1 0 0
A= 0 0 -1
01 2
Exercice 166 [ 02526 ] [Correction]
Montrer que la matrice
13 -5 -2
-2 7 -8

-5 4 7

est trigonalisable et préciser une matrice de passage.

Exercice 167 [ 03809 ] [Correction]
a) Déterminer I'ensemble Q des réels a tels que

n’est pas diagonalisable.
b) Pour a € Q, trouver P inversible telle que P~'AP soit triangulaire supérieure.

Réduction et sous-espaces stables

Exercice 168 | 00805 ] [Correction]
Soient f, g endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie.
On suppose que f est diagonalisable. Montrer :

fog=go f< chaque sous-espace propre de f est stable par g

Exercice 169 | 00807 ] [Correction]
Soit f un endomorphisme d’'un C-espace vectoriel E de dimension finie vérifiant :

« Tout sous-espace vectoriel stable par f admet un supplémentaire stable »

Montrer que I'endomorphisme f est diagonalisable.
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Exercice 170 [o02675] [Correction]

Soit £ un C-espace vectoriel de dimension finie.

Déterminer les f € L(E) tels que tout sous-espace vectoriel de E stable par f
posséde un supplémentaire stable.

Exercice 171 [oo7e1 ] [Correction]

Soient E un K-espace vectoriel muni d’une base B, f € L(E) et H un hyperplan.
a) Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel {u € E*/u(H) = {0}}.

b) Montrer que si H a pour équation u(x) = 0 alors H est stable par f si, et
seulement si, u o f est colinéaire & wu.

¢) Soient A et L les matrices dans B de f et u.

Montrer que H est stable par f si, et seulement si, ‘L est vecteur propre de A
d) Déterminer les plans stables par

3 -2 -4
A= -1 1 1
1 -2 =2

Exercice 172 [ 03464 ] [Correction]
Soit © un endomorphisme d’un R-espace vectoriel ¥ de dimension finie non nulle
Montrer qu’il existe une droite vectorielle ou un plan vectoriel stable par u.

Exercice 173 [03745] [Correction]

Soient f une endomorphisme de R™ et A sa matrice dans la base canonique de
R™. On suppose que A est une valeur propre non réelle de A et que Z € C" est un
vecteur propre associé.

On note X et Y les vecteurs de R™ dont les composantes sont respectivement les
parties réelles et imaginaires des composantes de Z.

a) Montrer que X et Y sont non colinéaires.

b) Montrer que Vect(X,Y) est stable par f.

¢) On suppose que la matrice de f est donnée par

0

0
-1

0

o
O O N
= O = O

Déterminer tous les plans stables par f.
Enoncé fourni par le concours CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA

Exercice 174 [o02726] [Correction]
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie et u € L(FE) tel que

wP =1d

Décrire les sous-espaces stables de w.
Méme question avec E un R-espace vectoriel.

Exercice 175 |[oo8s5] [Correction]

Soit w un endomorphisme diagonalisable d’un K-espace vectoriel £ de dimension
finie.

Montrer qu’un sous-espace vectoriel F' non nul est stable par u si, et seulement si,
il possede une base de vecteurs propres de u.

Exercice 176 | ooss6 ] [Correction]
Soit f I’endomorphisme de R3 dont la matrice est

5 1 -1
2 4 =2
1 -1 3

dans la base canonique.
Déterminer les sous-espaces vectoriels stables par f.

Application de la trigonalisabilité

Exercice 177 [03551 ] [Correction]
Expliquer pourquoi le déterminant de A € M, (R) est le produit des valeurs
propres complexes de A, valeurs propres comptées avec multiplicité.

Exercice 178 [o00s817] [Correction]

Soit A € M,,(K). On suppose x4 scindé.
a) Justifier que A est trigonalisable.

b) Etablir que pour tout k € N,

Sp(A*) = {\*/x € Sp(4)}
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Exercice 179 [oo0s18] [Correction]
Soit A € M,,(Z) de polynéme caractéristique

(X —X\;) avec \; € C
1

n

K3

Déterminer une matrice a coefficients entiers de polynome caractéristique

(X~ X0)

i=1

n

Exercice 180 |[o0s19] [Correction]
Montrer que pour tout A € M,,(C),

det(exp(A4)) = exp(trA)

Exercice 181 [o3120] [Correction]
Soient A € M,,(K) et P € K[X].
On suppose le polyndéme caractéristique de A de la forme

xa(X) =[] (x—x)
k=1

Exprimer le polynéme caractéristique de P(A).

Exercice 182 [ 02389 ] [Correction]

a) Soient A et B dans My (K) telles que AB = BA. Montrer que B € K[A] ou

AeK[B].
b) Le résultat subsiste-t-il dans M3(K) ?

Exercice 183 [ 02954 ] [Correction]
Soit A € M,,(C) telle que tr(A™) — 0 quand m — +oo.
Montrer que les valeurs propres de A sont de module < 1

Exercice 184 03479 ] [Correction]
Soient A, B € M,,(C) vérifiant

Vm € N, tr(A™) = tr(B™)

Montrer que les matrices A et B ont les mémes valeurs propres.

Exercice 185 [o02521 ] [Correction]
Pour A = (a; ;) € M, (C) et B = (b; ;) € M,(C), on définit Ax B € M,,2(C) par

alle e al,nB
AxB = : :
an1B - apnB

a) Montrer que si A, A’, B, B’ € M,,(C) alors (A% B)(A' x B") = (AA’) x (BB').
b) En déduire que A x B est inversible si, et seulement si, A et B sont inversibles.
¢) Déterminer le spectre de A x B.

En déduire le polynoéme caractéristique, la trace et le déterminant de A x B.

Exercice 186 | o4072] [Correction]
Soit A € M,,(C). Déterminer les valeurs propres de A* pour k € N.

Polynoémes en un endomorphisme ou une matrice

Exercice 187 [o0753] [Correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et u € L(E).
On suppose qu’il existe un vecteur zy € E telle que la famille
(20, u(wg), ..., u""(wg)) soit libre.

Montrer que seuls les polynémes en u commutent avec u.

Exercice 188 [ o02598] [Correction]
Soient A et B deux matrices réelles carrées d’ordre n telles qu’il existe un
polynéme P € R[X] de degré au moins égal a 1 et vérifiant

P(0) =1et AB = P(A)

Montrer que A est inversible et que A et B commutent.

Exercice 189 | o03423] [Correction]
Soient A, B € M,,(K). On suppose qu’il existe un polynéme non constant
P € K[X] vérifiant

AB = P(A) et P(0) #£0

Montrer que A est inversible et que A et B commutent.
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Exercice 190 [03033] [Correction]

Soient A et B dans M,,(R). On suppose que A est nilpotente et qu’il existe

P € R[X] tel que P(0) =1 et B = AP(A). Montrer qu’il existe @ € R[X] tel que
Q0)=1et A= BQ(B).

Exercice 191 [o3210] [Correction]
Soient A € GL,,(C) et B € M,,(C) telle que B? = O,,.
a) Montrer que I,, + A"1 BA est inversible et exprimer son inverse.
b) On pose
H={I,+ P(B)/P € C[X], P(0) =0}

Montrer que H est un sous-groupe commutatif de (GL,(C), x).

Exercice 192 [o2574 ] [Correction]
Dans M,,(R), on considére la matrice

0 1 (0)

J=
1
(0) 0

Exprimer simplement P(al, + J) pour P € R[X].

Lemme de décomposition des noyaux

Exercice 193 |[oo07s54 ] [Correction]
Soit u € L(E) vérifiant u® = Id. Justifier

ker(u —Id) @ ker(u® +u +1d) = F

Exercice 194 |[o2681 ] [Correction]
Soit E un espace vectoriel sur K et a un élément non nul de K. Soit f € L(F) tel
que f2 —3af?+ a®f = 0. Est-il vrai que ker f et Imf sont supplémentaires ?

Exercice 195 [ 03465 ] [Correction]

Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel F et P € K[X] annulateur de u.

On suppose qu’on peut écrire P = QR avec @ et R premiers entre eux.
Etablir
ImQ(u) = ker R(u)

Polyn6mes annulateurs

Exercice 196 | oos22] [Correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E).

Justifier Pexistence d’un entier p > 0 tel que la famille (Id, u, ..., u?) soit liée.
En déduire que u possede un polynéme annulateur non nul.

Exercice 197 [o02916] [Correction]
Soit M € M,,(K) une matrice triangulaire par blocs de la forme

M:(é g) avec A € M,(K) et B € My(K)

On suppose connus deux polynomes P et @ € K[X] annulateurs de A et B
respectivement.
Exprimer en fonction de P et ) un polynéme annulateur de M.

Exercice 198 [o0823] [Correction]

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et v € L(E) tel que les espaces
ker(u o (u — Id)) et ker(u o (u + Id)) soient supplémentaires.

Montrer que u est une symétrie vectorielle.

Exercice 199 [ 02442 ] [Correction]
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension quelconque.
On suppose qu’il existe un polynéme annulateur P de f vérifiant

P(0) =0 et P'(0) £0

Montrer que I'image et le noyau de f sont supplémentaires dans E.

Exercice 200 | o3277] [Correction]
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel.
On suppose qu’il existe un polynéme annulateur de v dont 0 est racine simple.
Montrer
ker u = ker u?
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Exercice 201 [o02501 ] [Correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension quelconque, u € L(E) et P € K[X]
ayant 0 comme racine simple et tel que P(u) = 0.

a) Montrer

ker u? = ker u et Imu? = Imu

b) En déduire
E = keru ® Imu

Exercice 202 [01353] [Correction]

Soient E un K-espace vectoriel et u € L(F) nilpotent. On suppose qu'il existe
P e K[X] tel que P(u) =0. Si Q € K[X], existe-t-il R € K[X] tel que
R(Q(u)) =07

Polynome minimal

Exercice 203 [oo0s24 ] [Correction]

Soient v un endomorphisme d’un K-espace vectoriel admettant un polynéme
minimal II,, et P € K[X].

Montrer que P(u) est inversible si, et seulement si, P et IT, sont premiers entre
eux.

Observer qu’alors P(u)~! € K [u].

Exercice 204 [ oos25 ] [Correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E).

On suppose qu’il existe deux sous-espaces vectoriels supplémentaires F' et GG
stables par u.

Etablir que II,, = ppem(I1, ., L) (en notant II, le polynéme minimal d’un
endomorphisme v).

Exercice 205 | oo0s826 ] [Correction]

Soit w un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E.

Si u admet un polynéme minimal IT, et si F' est un sous-espace vectoriel stable
par u alors montrer que upr admet un polynéme minimal et que celui-ci divise II,,.

Exercice 206 [oo0s27] [Correction]
Montrer qu'une matrice A € M,,(K) de polynéme minimal (X — 1)? est semblable
a une matrice diagonale par blocs avec des blocs diagonaux de la forme

(1)0u((1) 1)

Exercice 207 [o02393] [Correction]
Existe-t-il dans M,,(R) une matrice de polynéme minimal X2 + 17

Exercice 208 [ 02708 ] [Correction]

Soit

a O 0 b

0 0
a 0 b

A= 0 a+b 0 € M2n41(C)

b 0 a

0 .- 0

b 0 0 a

Quels sont les P € C[X] tels que P(A) =07

Exercice 209 | o2727] [Correction]

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et f € £(F) de polynome
minimal IIj.

Montrer I'existence de x € E tel que

{P e C[X]/P(f)(x) = 0}

soit I’ensemble des multiples de IIy.

Exercice 210 [o3073] [Correction]

Etant donné E un espace vectoriel de dimension finie, u un endomorphisme de F
et A un scalaire, on dit que A est séparable si le noyau et I'image de uw — A\Id sont
supplémentaires.

a) Montrer que tout scalaire non séparable de u en est une valeur propre.
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b) Montrer qu'un endomorphisme scindé est diagonalisable si, et seulement si,
toutes ses valeurs propres sont séparables.

c¢) Caractériser la séparabilité d’une valeur propre a 'aide du polynéme minimal
de u.

d) Soit, avec ces notations, 'endomorphisme m de L(F) qui & v associe u o v.
Comparer I’ensembles ses scalaires séparables relativement a m avec celui des
scalaires séparables relativement a u.

Polynomes annulateurs et valeurs propres

Exercice 211 [o0830] [Correction]
Soit P un polynéme annulateur d’un endomorphisme f.
Montrer que si A est valeur propre de f alors P(\) = 0.

Exercice 212 [o3191 ] [Correction]

a) Montrer que si P est un polyndéme annulateur d’un endomorphisme f alors
P(X\) = 0 pour toute valeur propre A de f.

b) Montrer que si f vérifie

f42f2—f—21d=0

alors f est bijectif.

Exercice 213 [oo0s31] [Correction] }
Pour f € F(R,R), on note f : x — f(—=x). L’application ¢ : f +— f est clairement
un endomorphisme involutif de F(R,R). Quelles en sont les valeurs propres ?

Exercice 214 | oos32 ] [Correction]

Soit T : R[X] — R [X] "endomorphisme défini par T'(P) = P(1 — X).
a) Montrer que T est un automorphisme.

b) Déterminer valeurs propres de T

Exercice 215 [o00833] [Correction]

Montrer que si un endomorphisme u d’'un K-espace vectoriel £ de dimension
quelconque admet un polynéme minimal IT,, alors les valeurs propres de u sont
exactement les racines de son polynéme minimal.

Théoreme de Cayley Hamilton

Exercice 216 [ 00834 ] [Correction]
Déterminer un polynéme annulateur de

A_(Z Z)EMQ(K)

Exprimer A1 lorsque celle-ci existe.

Exercice 217 [o0835] [Correction]
Soit
)\1 *

Ae € M, (K)
0 An
Montrer que (X — A1) ... (X — A,) est annulateur de A.

Exercice 218 03693 ] [Correction]
Soit la matrice

0 —-b a
A= b 0 —c S Mg(R)
—a c 0

a) A est-elle diagonalisable dans M3(R) ?

b) A est-elle diagonalisable dans M3(C) ?

c¢) Soit A un réel non nul; la matrice B = A 4+ A3 est-elle inversible ?
d) Montrer qu’il existe trois réels «, 3,7 tels que

B7l = aA? 4+ BA + ~I3

Exercice 219 [o3019] [Correction]
Soit u un automorphisme d’un K-espace vectoriel F de dimension finie n € N*.
Montrer que u~! est un polynéme en wu.

Exercice 220 [ 00836 ] [Correction]

Soit f un endomorphisme d’un C-espace vectoriel E de dimension n. On suppose
que f possede une unique valeur propre \.

a) A quelle condition ’endomorphisme est-il diagonalisable ?

b) Calculer le polynéme caractéristique de f.

c) Justifier que 'endomorphisme f — AId est nilpotent.
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Exercice 221 [ 00839 ] [Correction]

Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel de dimension n.

On suppose qu'il existe z € E et N € N tels que (z, f(x),..., fV~1(z)) soit une
famille génératrice de E.

a) Montrer que la famille (z, f(x),..., f*~1(x)) est une base de E.

b) Démontrer que les endomorphismes commutant avec f sont les polyndmes en f.

Exercice 222 [ oos40] [Correction]

Soient A, B, M € M,,(C) telles que AM = M B avec M # O,,.
a) Montrer que pour tout P € C[X], on a P(A)M = M P(B).
b) Montrer que A et B ont une valeur propre en commun.

Exercice 223 | 02667 ] [Correction]

Montrer qu'il existe (ag,...,a,—1) € R™ tel que :
n—1

VP € R, 1 [X],P(X +n)+ > apP(X +k) =0
k=0

Exercice 224 | o3185] [Correction]

a) Soit u un endomorphisme inversible d’un K-espace vectoriel E de dimension
finie.

Montrer qu’il existe un polynéme @ € K [X] vérifiant

b) Soit u 'endomorphisme de K [X] qui envoie le polynéme P(X) sur P(2X).
Montrer que u est un automorphisme et déterminer ses éléments propres.
Existe-t-il @ € K[X] tel que

ut=Q(u)?

Exercice 225 |[o037s5] [Correction]

Soit A € M,,(K) une matrice inversible.

Montrer que A est triangulaire supérieure si, et seulement si, A* P’est pour tout
k> 2.

Donner un contre-exemple dans le cas ot 'on ne suppose plus la matrice A
inversible.

Exercice 226 [03918] [Correction]

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et © un endomorphisme de FE.
On note Aq,...,Aq les valeurs propres de u, n1,...,nq leurs multiplicités
respectives. On suppose que tout ¢ de {1,...,q}, 'espace propre de u associé a \;
est de dimension 1.

a) Sil<i<qet0<m< n;, montrer que le noyau de (u — A\;Idg)™ est de
dimension m.

b) Soit F un sous-espace vectoriel de F stable par u. Montrer qu’il existe un
polynome unitaire @ de C[X] tel que

F = ker (Q(u))

¢) Montrer que le nombre de sous-espaces de F stables par u est le nombre de
diviseurs unitaires de x, dans C[X].

Exercice 227 [03299 ] [Correction]

Soient n > 2, A et B des matrices de M, (Z) de déterminants non nuls et
premiers entre eux.

Montrer qu'’il existe U et V' dans M,,(Z) telles que

UA+VB=1,

(on pourra écrire x4(X) = XQ4(X) £ det A)
On donnera un exemple pour n = 2.

Calcul de polynéme minimal

)

Exercice 228 | oos41 ] [Correction]

Soit
A (

Exercice 229 | oo845] [Correction]

Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension n.

a) On suppose que f est diagonalisable. A quelle condition existe-t-il un vecteur
x € E tel que la famille formée des vecteurs x; = z, 0 = f(21),..., Tn = f(Tn_1)
forme une base de £ ?

b) On ne suppose plus f diagonalisable mais on suppose l'existence d’une base
(z1,22,...,2,) de E du type précédent. Déterminer le commutant de f. Quel est
le polynéme minimal de f 7

1
0

Déterminer pi4.
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Exercice 230 [o2707] [Correction]

Soient a,b € R, b # 0 et A € M,,(R) la matrice dont les éléments diagonaux
valent a et les autres valent b. A est-elle diagonalisable ? Quelles sont les valeurs
propres de A7 Quel est le polynéme minimal de A? Sous quelles conditions sur a
et b, A est-elle inversible 7 Lorsque c’est le cas trouver 'inverse de A.

Exercice 231 [ 00843 ] [Correction]
Soit @ un réel. Pour M € M,,(R), on pose

L(M) =aM + tr(M)I,

a) Montrer que L est un endomorphisme de M, (R), trouver ses éléments propres
et son polynéme minimal.
b) Pour quels a, L est-il un automorphisme ? Trouver son inverse dans ces cas.

Exercice 232 | 02497 ] [Correction]
Soit a un réel. Pour M € M,,(R)(avec n > 2), on pose

L(M) = aM + tr(M)I,,

a) Montrer que L est un endomorphisme de M, (R) et trouver ses éléments
propres et son polynéme minimal.

b) Pour quels a, 'endomorphisme L est-il un automorphisme ?

Trouver son inverse dans ces cas.

Diagonalisabilité des matrices scindées simples

Exercice 233 [ o0847 ] [Correction]

Soit o
n I’n.
A= ( I o ) € Mo, (K)

Calculer A2
Selon que K = R ou C dire si la matrice A est, ou non, diagonalisable.

Exercice 234 [ o0o0s48 ] [Correction]
Soient n € N* et A € M3, (C) définie par blocs

o -I,
()

a) Calculer A2.
b) La matrice A est-elle diagonalisable ? Déterminer les valeurs propres de A et les
dimensions de ses espaces propres ?

Exercice 235 [oo846] [Correction]
Montrer qu’une matrice de permutation est diagonalisable.

Exercice 236 [ 03645 ] [Correction]
Soit M € M,,(C) telle que
M?+'M =1,
a) Montrer
M inversible si, et seulement si, 1 ¢ SpM

b) Montrer que la matrice M est diagonalisable.

Exercice 237 [ 03469 ] [Correction]
Soit M € M,,(R) vérifiant
M? +'M =2I,

Montrer que cette matrice M est diagonalisable.

Exercice 238 [03792] [Correction]

Soient n un entier supérieur ou égal a 2 et M une matrice carrée de taille n telle
que M?> +tM =1,

Quelles sont les valeurs propres de M ? Est-elle symétrique ? Est-elle
diagonalisable ?

Exercice 239 |[o3192] [Correction]
Soit A € M3(Z) telle que det A = 1 et qu’il existe p € N* pour lequel

AP =1,

a) Montrer que A est diagonalisable dans C.
On note «a et 3 les deux valeurs propres de A.
b) Montrer que |a| = |B] =1, que a = [ et

|[Re(a)| € {0,1/2,1}

c¢) Montrer que A'? = I,
d) Montrer que l'ensemble G = {A"/n € N} est un groupe monogene fini pour le
produit matriciel.
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Exercice 240 [o03138] [Correction]

Soit
A A
v-(0 %)
avec A € M, (R).
a) Montrer que
0 P(A)

VP e R[X], P(M) = < P(4) —AP(4) )

b) Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour que M soit diagonalisable.

Exercice 241 [o032s81] [Correction]

Soit
A B
u=(5 %)

avec A, B € M,,(R) vérifiant AB = BA
a) Montrer que

VP e R[X], P(M) = ( p(4) P(A)B )

0 P(A)

b) Enoncer une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que M soit
diagonalisable.

Exercice 242 [ 02953 ] [Correction]
Déterminer les couples (4, B) € M,,(R)? tels que

(6 %)

est diagonalisable.

Exercice 243 [ 03027 ] [Correction]
Trouver les matrices M € M,,(C) vérifiant M> = M? et tr(M) = n.

Exercice 244 [ 03056 ] [Correction]
Soient A, p € C*, A # pet A, B, M € M,(C) telles que

I,=A+B

M =XA+ uB

M? = NA+ B
a) Montrer que M est inversible et exprimer M ~!.
On pourra calculer M? — (X + p)M + A\ul,

b) Montrer que A et B sont des projecteurs.
c¢) La matrice M est-elle diagonalisable ? Déterminer son spectre.

Exercice 245 [ oo708 ] [Correction]
Soit (A, B,C) € M, (R)? tel que

C=A+B,C*=24+3Bet C3>=5A+6B

Les matrices A et B sont-elles diagonalisables 7

Exercice 246 [ 03291 ] [Correction]

a) Montrer que, pour 21, ..., 2, € C avec z; # 0, on a I'égalité
n n
E Zk| = E |Zk|
k=1 k=1
si, et seulement si, il existe n — 1 réels positifs as, ..., a, tels que

Vk > 2,z = apzy

b) Déterminer toutes les matrices de M,,(C) telles que M™ =1, et trM =n

Exercice 247 [o3425] [Correction]

Soient
0 -1 0 0 O
1 0 0 0 0
M=|0 0 00 1 |eM;5R)
0 0 1 0 O
0 0 0 1 0

et m € L(R®) canoniquement associé a M.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 10 aofit 2015

Enoncés 29

a) En procédant a un calcul par bloc, déterminer p € N* tel que MP = I5.

En déduire que M est diagonalisable dans M;5(C).

b) Déterminer un vecteur x € R® tel que x, m(z), m?(x), m?(z) et m*(z) forme
une base de R5.

Quelle est la matrice de m dans cette base ?

Exercice 248 [ 00479 ] [Correction]
Soit A la matrice donnée par
1 1
=(i1)

a) Déterminer un polynéme annulateur non trivial de la matrice A.
b) Soit M € My(R) vérifiant
M?+M=A

Justifier que la matrice M est diagonalisable et déterminer les valeurs propres
possibles pour M.

c¢) Déterminer alors les matrices M possibles & l'aide de polynémes annulateurs
appropriés.

Exercice 249 |o3s10] [Correction]
a) Trouver les valeurs propres des matrices M € My(R) vérifiant

2 (11
M+M_<1 .

b) Déterminer alors les matrices M solutions & 1’aide de polynémes annulateurs
appropriés.

Diagonalisabilité des endomorphismes scindés

simples

Exercice 250 | ooss1 ] [Correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N et p € L(E) tel que p? soit un
projecteur.

a) Quelles sont les valeurs propres possibles pour p?

b) Montrer que p est diagonalisable si, et seulement si, p* = p.

Exercice 251 [oo0s52] [Correction]
Soient E un espace vectoriel de dimension 3 et f un endomorphisme de E vérifiant

f4:f2

On suppose que 1 et —1 sont valeurs propres de f. Montrer que f est
diagonalisable.

Exercice 252 [03030] [Correction]
Soient P € M,,(R) une matrice de projection et ¢ 'endomorphisme de M, (R)
défini par

o(M)=PM + MP

Montrer que I’endomorphisme ¢ est diagonalisable

Exercice 253 [o2720] [Correction]
Soit n € N*, v € L(R?"1). On suppose u?® = u, tru = 0 et tru? = 2n. On note

C(u) = {v € LR ) Juv = vu}

a) Calculer la dimension C'(u).
b) Quels sont les n tels que C(u) =R [u]?

Exercice 254 [o2721] [Correction]

Soit A € M, (R). On pose fa(M) = AM, pour toute matrice M € M, (R).
a) Montrer que si A2 = A alors f4 est diagonalisable.

b) Montrer que f4 est diagonalisable si, et seulement si, A est diagonalisable.

Exercice 255 |[o0853] [Correction]

Soit A € M,,(C). On pose f(M) = AM pour toute M € M,,(C).
a) L’application f est-elle un endomorphisme de M,,(C)?

b) Etudier ’équivalence entre les inversibilités de A et de f.

¢) Etudier ’équivalence entre les diagonalisabilités de A et de f.

Exercice 256 | o03646 ] [Correction]
Soient f,u,v trois endomorphismes d’un R-espace vectoriel E de dimension finie .
On suppose qu’il existe a, f € R distincts tels que

Id=u+wv
f=au+pv
f2:a2u+ﬂ2v
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a) Montrer que f est diagonalisable.

b) Justifier que u et v sont des projections vectorielles dont on précisera noyau et
image en fonction des espace ker(f — old) et ker(f — SId).

¢) Exprimer f™ pour tout n € N en fonction de «, § et u,v.

Exercice 257 [o03028] [Correction]
Soient «, 8 € K et u, v, f trois endomorphismes d’un K-espace vectoriel F de
dimension finie vérifiant
f=au+ v
f2 — a2u + 521]
f3 — OLS’U, + ﬂg’l}

Montrer que f est diagonalisable.

Exercice 258 | 03798 ] [Correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires non triviaux. On note p la projection sur F'
parallelement a G et s la symétrie par rapport a F' et parallelement & G. Enfin on
pose pour f endomorphisme de F'

¢(f) =pofos

ce qui définit un endomorphisme ¢ sur L(E).

a) Montrer que ¢ annule un polynéme « simple ». L’endomorphisme ¢ est-il
diagonalisable 7

b) Déterminer les éléments propres de ¢.

(indice : on pourra considérer les matrices de p et s dans une base adaptée a la
décomposition £ = F ¢ G)

Exercice 259 | 03744 ] [Correction]
Soient n € N* et E = M, (R). Pour A, B € E fixées non nulles, on définit
f € L(E) par

VM e E, f(M)=M + tr(AM)B

a) Déterminer un polynéme annulateur de degré 2 de f et en déduire une
condition nécessaire et suffisante sur (A, B) pour que f soit diagonalisable. Quels
sont alors les éléments propres de f 7

b) Déterminer dim C' ou

C={9€L(E)/feg=gof}
Enoncé fourni par le concours CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA

Exercice 260 [02410] [Correction]
Soient n > 2, A € M, (R) et f 'endomorphisme de M, (R) défini par

F(M) = te(A)M — tr(M)A

ou tr désigne la forme linéaire trace.
Etudier la réduction de I’endomorphisme f et préciser la dimension de ses
sous-espaces propres.

Exercice 261 [o02513] [Correction]
Soit u un endomorphisme d’un R-espace vectoriel EF de dimension finie tel qu’il
existe deux réels non nuls distincts a et b vérifiant

(u— ald)(u —bld) =0

Soient

p=y (u—ald) et g = 1b(ubed)

a) Calculer p+¢q, pop, goq et gop.
b) Montrer que E = ker p @ ker q.
c¢) Trouver les éléments propres de u. L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Etude de matrice ou d’endomorphisme vérifiant une
identité polynomiale

Exercice 262 [ 00849 ] [Correction]
Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E
vérifiant

fP=af

Montrer que la trace de f est un entier pair.

Exercice 263 [ o08s50] [Correction]
Soit A € M, (R) telle que

A3 — A2+ A-T=0

Montrer que det(A) = 1.
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Exercice 264 [ 02608 ] [Correction]
Soit A € M,,(R) vérifiant
A2+ 1, =0,

Montrer que la trace de A est un entier.

Exercice 265 |[o2714] [Correction]
Soit A € M,,(R) vérifiant
AP+ A2+ A=0

Montrer que la matrice A est de rang pair.

Exercice 266 | o0o0s3s ] [Correction]
Soit A € My(Z) vérifiant :
IneN A" =1,

Montrer que A'2 = I,.

Exercice 267 [o02652] [Correction]
On fixe n € N* et on note

E,={Ae M,(Z)/3m e N, A™ =T,}
Pour A € E,,, on pose
w(A) =min{m e N*/A™ =1}

Montrer que w(E,,) est fini.

Diagonalisabilité et endomorphismes induits

Exercice 268 |[o08s54] [Correction]

Soit f un endomorphisme diagonalisable d’'un K-espace vectoriel £ de dimension
finie.

Montrer que la restriction de f & tout sous-espace vectoriel F' # {0} stable est
diagonalisable.

Exercice 269 [03038] [Correction]
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel pour lequel il existe une base
e=(e1,...,ep) vérifiant

u(er) = ey et u(es) =e; + e

L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Exercice 270 [ 00857 ] [Correction]

Soient f et g deux endomorphismes diagonalisables d’un K-espace vectoriel E de
dimension finie.

Montrer que f et g sont simultanément diagonalisables si, et seulement si, chaque
sous-espace propre de 'un est stable par 'autre.

Exercice 271 [ooss8] [Correction]

Soient f et g deux endomorphismes diagonalisables d’un K-espace vectoriel E de
dimension finie.

Montrer que f et g commutent si, et seulement si, f et g sont simultanément
diagonalisables.

Diagonalisabilités des polynomes en un endomor-
phisme

Exercice 272 [o08s59 ] [Correction]

Soient P € K[X] et w un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension
finie.

a) On suppose que u est diagonalisable, montrer que P(u) l'est aussi.

b) Que dire de la réciproque ?

Exercice 273 [oos60 ] [Correction]

Soit f un endomorphisme d’un C-espace vectoriel £ de dimension finie.

a) On suppose que f est diagonalisable. Montrer que f? est diagonalisable et
ker f = ker f2.

On étudie désormais la propriété inverse.

b) Par un exemple, montrer que si f? est diagonalisable, f n’est pas
nécessairement diagonalisable.

c¢) Montrer que si f? est diagonalisable et si ker f = ker f2 alors f est
diagonalisable.
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Exercice 274 [oos61 ] [Correction]

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie n € N* et u € L(E).

a) Enoncer un critére de diagonalisabilité en terme de polynéme annulateur.

b) On suppose u € GL(E). Montrer que u est diagonalisable si, et seulement si, u?
lest.

¢) Généralisation : Soit P € C[X]. On suppose P’(u) € GL(E)

Montrer que u est diagonalisable si, et seulement si, P(u) lest.

Exercice 275 [oos62] [Correction]

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de E.
Soit P un polynéme complexe, on suppose que P(u) est diagonalisable et que la
valeur prise par P sur toute racine complexe de P’ n’est pas valeur propre de
l’endomorphisme P(u).

Montrer que u est diagonalisable.

Exercice 276 |[o02524] [Correction]
Soient A, B € GL,,(C) telles que B = AP.
Montrer que A est diagonalisable si, et seulement si, B 1’est.

Trigonalisabilité et polynéome annulateur

Exercice 277 [o0866] [Correction]

Soit A € M,,(C) telle que 0 soit la seule valeur propre de A.
a) Montrer que A™ = 0.

b) Calculer det(A + I,,).

¢) Soit M € GL,,(C) commutant avec A. Calculer det(A + M).
d) Inversement, quelles sont les matrices A vérifiant :

VM € GL,(C), AM = MA = det(A + M) = det M ?

Exercice 278 03239 ] [Correction]
Soit f € L(R3) vérifiant

f2=f%et dimker(f —1d) =1
Montrer I'existence d’une base de R? dans laquelle la matrice de f est de la forme
0 0 a | aveca€{0,1}
0 0 O

Exercice 279 [o0s64 ] [Correction]
Soient A € M,,(C) (n > 3) vérifiant

rgA=2 trA=0et A" # O,

Montrer que A est diagonalisable.

Exercice 280 [01948] [Correction]
Trouver les matrices M de M, (R) vérifiant

trM =0 et M3 —4M? +4M = O,,

Exercice 281 [o2713] [Correction]
Trouver les A de M,,(C) telles que

A —4A2 +4A=0et trA =8

Nilpotence

Exercice 282 |[oo783] [Correction]
Soit A € M,,(C) nilpotente.

a) Calculer y 4.

b) Méme question avec A € M, (R).

Exercice 283 |[o00863 ] [Correction]

Soit A € M,,(C) une matrice nilpotente.

a) Montrer que A est semblable & une matrice triangulaire supérieure stricte.
b) Le résultat est-il encore vrai pour 4 € M, (R)?

Exercice 284 [03372] [Correction]
Soient A, B € M,,(C). On suppose que la matrice A est nilpotente et que la
matrice B commute avec A. Que dire de tr(AB)?

Exercice 285 |[o00867 ] [Correction]

Soit A € M,,(C). On suppose qu’il existe p € N* tel que AP = 0.

a) Montrer que A™ = 0.

b) Calculer det(A + I,,).

Soit M € M,,(C) tel que AM = MA.

c¢) Calculer det(A + M) (on pourra commencer par le cas ou M € GL,,(C)).
d) Le résultat est-il vrai si M ne commute pas avec A7
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Exercice 286 [o1677] [Correction]
Soient A € GL,,(C) et N € M,,(C) nilpotente telles que

AN =NA

Montrer que
det(A+ N) =det A

Exercice 287 [o2724] [Correction]
Soit A une matrice carrée réelle d’ordre n.
Montrer que A est nilpotente si, et seulement si,

Vp € [1,n], trAP =0

Exercice 288 | 00865 ] [Correction]
Soient E un C-espace vectoriel de dimension n et f € L(E).
a) Montrer que 'endomorphisme f est nilpotent si, et seulement si,

Sp(f) = {0}
b) Montrer que ’endomorphisme f est nilpotent si, et seulement si,

V1 <k <ntr(ff)=0

Exercice 289 [ 00837 ] [Correction]

Soit v un endomorphisme d’un C-espace vectoriel ¥ de dimension finie.

Montrer que u possede une seule valeur propre si, et seulement si, il existe A € C
tel que u — AIdg soit nilpotent.

Exercice 290 | 02690 ] [Correction]

Soient A et B des matrices complexes carrées d’ordre n. On suppose les matrices
A+2¢B nilpotentes pour tout entier k tel que 0 < k£ < n. Montrer que les
matrices A et B sont nilpotentes.

Exercice 291 [ 00938 ] [Correction]

Soient n € N*, A et B dans M, (C) et A\y,..., A\, \pt1 deux & deux distinets dans
C. On suppose, pour 1 < i <n+ 1, que A+ \;B est nilpotente.

Montrer que A et B sont nilpotentes.

Exercice 292 [ 03023 ] [Correction]

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et u € L(FE).

On note 7y = {P € C[X] /P(u) =0} et Zo = {P € C[X] /P(u) est nilpotent}.
a) Montrer que Z; et Zy sont des idéaux non nuls de C [X].

On note P, et P, leurs générateurs unitaires respectifs.

b) Etablir un lien entre P; et Ps.

¢) Montrer Pexistence de Q € Zs tel que u — Q(u) est diagonalisable

Exercice 293 03095 ] [Correction]
Soit ® : M3(R) — R vérifiant
VA, B € My(R), D(AB) = B(A)B(B) et ® ( ! (1) ) £ &(1)
a) Démontrer que ®(03) = 0.
b) Si A est nilpotente, démontrer que ®(A) = 0.
c) Soient A € M3(R) et B la matrice obtenue a partir de A en permutant les
lignes de A.
Démontrer que ®(B) = —P(A).
d) Démontrer que A est inversible si, et seulement si, ®(A) # 0.

Exercice 294 [ o1956 ] [Correction]

Soient n > 2 et A = (a;;)1<ij<n € Mn(R) olt a; ;41 =1 pour i € {1,...,n — 1},
les autres coefficients étant nuls.

a) La matrice A est-elle diagonalisable ?

b) Existe-t-il B € M,,(R) vérifiant B> = A?

Exercice 295 | o03253] [Correction]
Soient n un entier naturel non nul et £ un C-espace vectoriel de dimension n.
a) Montrer qu’il existe un polynoéme P,, € R [X] vérifiant au voisinage de 0

V1+z=P,(z)+0(")

b) Etablir que X" divise alors le polynéme P?(X) — X — 1.
¢) Soit f un endomorphisme de E vérifiant f™ = 0.
Montrer qu’il existe un endomorphisme g de E vérifiant

g2=IdE+f

d) Soit maintenant f un endomorphisme de E ne possédant qu'une valeur propre
A
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Montrer que (f — Adg)” = 0 et conclure qu’il existe un endomorphisme g de E
vérifiant

=1

Exercice 296 | 03477 ] [Correction]

Soit A € M, (R).

a) On suppose A% = A%. Montrer que A? est diagonalisable et que A% — A est
nilpotente.

b) Plus généralement on suppose A*T! = A* pour un certain entier k& > 0.
Etablir existence d’un entier p > 0 tel que AP est diagonalisable et AP — A
nilpotente.

Exercice 297 [o03763] [Correction]

Pour n > 2, on note H un hyperplan de M,,(K) ne contenant aucune matrice
inversible.

a) Montrer que H contient toutes les matrices nilpotentes.

b) En déduire que tout hyperplan de M,,(K) rencontre GL,, (K).

Exercice 298 | 03765 ] [Correction]

Soient A, M € M,,(C) avec M matrice nilpotente.

a) On suppose M A = O,,. Montrer que les matrices A + M et A ont le méme
polynéme caractéristique.

b) Méme question en supposant cette fois-ci AM = O,.

Exercice 299 | o3616] [Correction]

Soient n € N et E = M, (C). On note E* = L(E, C) le C-espace vectoriel des
formes linéaires sur E.

a) Montrer que L : E — E*, A— L4 ou Ly est la forme linéaire M — tr(AM)
est un isomorphisme

d’espaces vectoriels. En déduire une description des hyperplans de E.

b) Soit T' € M,,(C)une matrice triangulaire supérieure non nulle et H = ker L.
On note T)f (respectivement T}, ) le sous-espace vectoriel des matrices triangulaires
supérieures (respectivement inférieures) a diagonales nulles.

Déterminer H NT,.

En discutant selon que T' posséde ou non un coefficient non nul (au moins) hors
de la diagonale, déterminer la dimension de H N7, .

¢) Une matrice A € M,,(C) est dite nilpotente s'il existe k € N tel que A* = 0.

Prouver que les éléments de 7,7 UT,, sont des matrices nilpotentes.

En déduire que H contient au moins n2 — n — 1 matrices nilpotentes linéairement
indépendantes.

d) Montrer que tout hyperplan de E contient au moins n? — n — 1 matrices
nilpotentes linéairement indépendantes.

Enoncé fourni par le CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA

Exercice 300 | 03474 ] [Correction]
Soient K un corps et Ay, As, ..., A, des matrices de M,,(K) nilpotentes
commutant deux a deux.
Montrer
A1Ay. . A, =0,
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Exercice 1 : [énoncé]
Soit y € Imu. Il existe x € E tel que y = u(x) et alors

o(y) = v(u(@)) = u(v()) € Imu

Ainsi, Imu est stable par v.
Soit = € keru. On a u(zr) = 0g donc

u(v(z)) = v(u(z)) = v(0r) = 0p

et v(x) € keru. Ainsi ker u est stable par v.

La réciproque est fausse, si u est un automorphisme il est certain que Imu = F et
keru = {Og} seront stables par v alors qu'il n’y aucune raison que u et v
commutent.

Exercice 2 : [énoncé]

Supposons f op =po f. Pour tout x € kerp, p(f(z)) = f(p(x)) = 0 donc

f(z) € kerp.

Rappelons Imp = ker(p — Id). Pour tout x € Imp, p(f(z)) = f(p(x)) = f(z) donc
f(z) € Imp.

Inversement. Supposons ker p et Imp stables par f. Pour tout = € E, on peut
écrire ¢ = u + v avec u € kerp et v € Imp. On a alors f(p(x)) = f(v) et

p(f(z)) =p(f(u) + f(v)) = f(v) donc po f = fop.

Exercice 3 : [énoncé]

a) Soit @ € ker f, f(g(Z)) = g(f(Z))
est stable par g.

Soit ¢ € Imf. Il existe € E tel que § = f(&) et alors

9(¥) = g(f(Z)) = f(g(Z)) € Imf donc Imf est stable par g.

b) (=) immédiat via a).

(<) Si Imp et kerp sont stables par f alors, puisque ces derniers sont
supplémentaires dans E. Soit ¥ € E, on peut écrire & = i + ¥ avec @ € Imp et

U € ker p.
J;( p(i) + p(v)) = f(u) et

On a alors (f op)(Z) =
po f(&) = p(F(@)) + p(f(8)) = £() car (i) € Imp et f(7) € kerp. Ainsi
(po f)(E)

= g(0g) = 0g donc g(¥) € ker f. Ainsi ker f

VZ e E,(fop)(¥) =

puis p et f commutent.

Exercice 4 : [énoncé]

a) Rappelons que les suites (ker uP),en et (Imu?),yen sont respectivement
croissante et décroissante pour 'inclusion. La suite (dim ker u?),ecn est une suite
croissante et majorée d’entiers naturels, elle est donc stationnaire :

dn € N,Vp > n,dim ker uP = dim ker 4™ or ker u? D ker u™ donc ker u? = ker u™
puis N = ker u™. Aussi

dim Imu? = dim F — dim ker v? = dim F — dim ker "
donc ImuP = Imu” puis I = Imu".

b) dim N 4+ dim I = dim ker u™ 4+ dim Imu™ = dim E en vertu du théoréme du rang.
Soit x € NN I. 1l existe a € E tel que z = u™(a) et alors «™(z) = 0 donc

u?"(a) = 0. Ainsi a € ker u?>" = keru™ donc x = u"(a) = 0. Ainsi N NI = {0}
dot E=N&I.

u et u” commutent donc N et I sont stables par u.

(un)™ = (U")keru» = 0 donc uy est nilpotente.

Imu™ ™! = Imu™ donne u(Imu™) = Imu™ donc u; est surjective puis bijective car
dim Imu™ < +o0.

c¢) Par supplémentarité : dim £ = dim F' + dim G = dim N + dim /.

Il existe p € N, tel que (up)? =0 donc F' C keru? C N.

ug est bijective donc (ug)™ aussi or G = Im(ug)™ C Im(u™) = 1.

On a alors dim F < dim NV, dim G < dim [ et dim F' + dim G = dim N + dim [
donc dim F' = dim N et dim G = dim I. Par inclusion et égalité des dimensions
F=NetG=1

= dim Imu" et Imu? C Imu™

Exercice 5 : [énoncé]

a) ker uF~1 est un sous-espace vectoriel de ker u* et comme on se place en
dimension finie, tout sous-espace vectoriel admet un supplémentaire.

b)

E=keru? =keru? ' @ F, =keru? > @ F, 1 & F, ="
avec ker u® = {0}.

c) keruf~! dans keru®. Ona E =keru? =keruw? ' @ F,=...=F, @ - @ F,.
Dans une base adaptée a cette décomposition la matrice de u est :

=keru’!®F & D F,

et c’est donc une matrice triangulaire supérieure stricte.

Exercice 6 : [énoncé]
a) Supposons Aa + pf(a) =0g (1)
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En appliquant f, on obtient —ua + Af(a) = 0g (2).

La combinaison A(1) — u(2) donne (A2 + p?)a = Og, or a # O donc A = p =0
puisque A, i € R.

b) Montrons par récurrence sur k € N* la propriété

« 1l existe ay,...,ax non nuls tels que les espaces F(ay), ..., F(ax) sont en
somme directe »ou « il existe p € N* et il existe aq,...,a, tel que
E=F(a)®---® F(ap) »

Pour k =1 la propriété est claire car E # {0g}.

Supposons la propriété établie au rang k.

Puisque la propriété est supposée vraie au rang k I'une des deux alternatives
définissant celle-ci est vérifiée. Si c’est la seconde alors la propriété est immédiate
vérifiée au rang k + 1. Sinon, c’est qu’il existe aq, ..., ax vecteurs non nuls de F
tels que les espaces F'(ay),..., F(ag) sont en somme directe.

Si E=F(a1) ®--- @ F(ag) alors la propriété est vérifiée au rang k + 1 en
choisissant p = k.

Sinon, il existe axy1 € E tel que agy1 ¢ F(a1) @ -+ ® Flag).

Montrons qu’alors les espaces F'(a1), ..., F(ax), F(ag+1) sont en somme directe.
Supposons x1 + - - + 2 + 211 = 0g (1) avec z; = Aja; + p; f(a;) € F(a; ).

En appliquant f, on obtient y1 + -+ + yr + yr+1 = O (2) avec

Y = —Hia; + A f(aj).

La combinaison Agy1(1) — pg+1(2) donne alors

()\%_s_1 + ﬂi+1)ak+1 € F(a1) ® -+ ® F(ag) et donc Agy1 = pg+1 = 0 car on a choisi
ak+1 ¢ F(a1) @ --- @ F(ag).

On en déduit z;11 = O et la relation (1) devient 1 + - - - 4+ 2 = O qui donne
21 =...=x = 0p car les espaces F(aj),...,F(ax) sont en somme directe.
Récurrence établie.

c) Ce qui précede assure dim £ = 2p et dans la base (a1, f(a1),...,ap, f(ap)), la
matrice de f est diagonale par blocs avec des blocs diagonaux égaux a

0 -1
1 0
Exercice 7 : [énoncé]
a) L’image d’un endomorphisme est toujours stable par celui-ci...En effet

Vz € Imu, u(z) € Imu
b) Si z € Imu alors il existe a € F tel que z = u(a). On a alors
u?(z) = v*(a) = —u(a) = —x

c) En vertu de ce qui précéde, v2 = —Id donc v est un isomorphisme et v~ = —v.

d) D’une part

-~ 1
det(v™!) = Toto

et d’autre part
det(—v) = (—1)4mIm get g

donc
(_1)dim Imu >0

On en déduit que la dimension de 'image de u est paire.

Exercice 8 : [énoncé]

Les K,, [X] et K[X] sont des sous-espaces vectoriels stables pour ’endomorphisme
de dérivation.

Soit F' un sous-espace vectoriel stable.

Si F est de dimension finie alors les polyndémes de F sont de degrés bornés.
Soit P un polynéme de F de degré n maximal. On a F' C K, [X].

Or la famille des polynémes P, P', P”, ..., P(") est de degrés étagés et formés
d’éléments de F' car F' est stable pour la dérivation donc

K., [X] = Vect(P, P’,...,P™) C F puis F = K, [X].

Si F n’est pas de dimension finie alors pour tout m € N, F' ¢ K,,, [X] et donc il
existe P € F tel que n = deg P > m. Or en raisonnant comme ci-dessus, on
démontre K, [X] C F et donc K,,, [X] C F. Ainsi Vm € N, K,,, [X] C F donc

F =K[X].

Finalement les K,, [X] et K [X] sont les seuls sous-espace vectoriels stables pour
I’endomorphisme de dérivation.

Exercice 9 : [énoncé]

a) Si x est vecteur propre de u alors D = Vect(x) est stable par u. C’est contraire
a I’hypothese de travail car D est un sous-espace vectoriel non nul distinct de E.
On en déduit que u ne possede pas de valeurs propres.

b) Puisque z # O, il existe un plus grand entier p > 1 tel que la famille

(2, u(z),...,uP~1(z)) est libre.
Par définition de p, on a alors (z,u(x),...,uP~(x),uP(z)) liée et donc
uP(x) € Vect(z,u(x),...,uP~1(x)). On en déduit que le sous-espace vectoriel

F = Vect(z,u(z),...,uP~1(z)) est stable par u.
Puisque ce sous-espace vectoriel est non nul, on a F' = F et donc par dimension
p = n. Au final, la famille (z,u(x),...,u" (z)) est une base de E.
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La matrice de © dans cette base a la forme suivante

0 --- 0 ao
1 0)
© 1 ans

avec ay les scalaires donnés par la relation
u™(x) = apr + ayu(z) + -+ ap_1u™ " (x)
¢) En composant la relation précédente avec u, on obtient
V0 < k <n—1u"(uf(2) = apu® () + ayu(u®(x)) + - + an_1u" " (uF(x))
Puisque la famille (@, u(z),...,u""!(z)) est une base de E, on en déduit
vy € B u"(y) = aoy + aruly) + - + ap1u" " (y)

On en déduit que pour y # Og, la matrice de u dans la base (y,u(y),...,u" "1 (y))

est la méme que la précédente.

Exercice 10 : [énoncé]

a) Le cas n = 1 est immédiat car v est alors nécessairement nul.

Le cas v = 0 est tout aussi immédiat.

b) F = Imv est stable par u et v et puisque v n’est pas bijectif, 1 < dim F < n :
on pourra donc appliquer I’hypothese de récurrence sur F. Dans une base adaptée
a F, les matrices de u et v sont de la forme

(o)« (515

On a alors det(u + v) = det(A + D) x det C.

¢) A et D sont associées aux endomorphismes induits par u et v sur F. Ces
endomorphismes induits vérifient les hypotheses initiales et donc

det(A + D) = det A puis det(u + v) = det A x det C' = det u.

Exercice 11 : [énoncé]
Montrons par récurrence sur k € N*

E =S + Imu”

La propriété est vraie par hypothese pour k£ = 1.
Supposons la propriété vraie au rang k > 1.
On a évidemment

S+Imu*t c E

Inversement, soit x € E. Par hypothese de récurrence, on peut écrire
r=a+u"(b)avecac Setbec E

Or, on peut aussi écrire
b=d +u(c)aveca’ € Set ce E

On en déduit
z=a+u"(a) +u"(c) € S+ ImuFH!

car a + u¥(a’) € S puisque S est un sous-espace vectoriel stable par u.
Ainsi E C S + Imu**! puis 1'égalité.

Récurrence établie.

En appliquant cette propriété a I'indice de nilpotence de u, on obtient

E=S

Exercice 12 : [énoncé]

a) Imu est stable pour v donc ug, est bien défini. Par le théoréme du rang la
restriction de u & tout supplémentaire de ker u définit un isomorphisme avec Imu.
Ici cela donne up, automorphisme.

b) Soient u,v € T'. Si « € ker(v o u) alors u(z) € Imu Nkerv donc u(z) € E1 N Es
et u(z) = 0 puis € E;. Ainsi ker(v o u) C F; et linclusion réciproque est
immeédiate.

Im(vou) =v(u(E)) =v(E2) = Ey car vg, est un automorphisme de Es. Ainsi
vou €l

c) Si ¢(u) = ¢(v) alors ug, = vg,. Or ug, = 0 = vy, donc les applications linéaires
u et v coincident sur des sous-espaces vectoriels supplémentaires et donc u = v.

d) Une application linéaire peut étre définit de maniére unique par ses restrictions
linéaires sur deux sous-espaces vectoriels supplémentaires. Pour w € GL(E»)
considérons u € L(FE) déterminé par ug, = 0 et up, = w. On vérifie aisément

FE1 Ckeru et Ey C Imu. Pour x € keru, x =a+ b aveca € E1 et b€ Fs>. La
relation u(x) = 0 donne alors u(a) + u(b) = 0 c’est-a-dire w(b) = 0. Or

w € GL(FE3) donc b = 0 puis € E;. Ainsi keru C F; et finalement keru = Ej.
Pour y € Im(u), il existe € F tel que y = u(x). Or on peut écrire x = a + b avec
a € By et b € Ey. La relation y = u(z) donne alors y = u(a) + u(b) = w(b) € Fs.
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Ainsi Imu C FEj et finalement Imu = F;. On peut conclure que u € et 4 = w : ¢
est surjectif.

e) ¢ est un morphisme bijectif : il transporte la structure de groupe existant sur
GL(E>) en une structure de groupe sur (I',0). Le neutre est 'antécédent de Idg,
c’est-a-dire la projection sur Fo parallelement a Ej.

Exercice 13 : [énoncé]

a) L’application T est évidemment linéaire et est & valeurs dans E.

Soit g € E. Montrons que 1’équation T'f = g admet une solution unique.

Unicité : Si Tf = g alors x — fow f(t) dt est solution sur R de I’équation
différentielle linéaire 3y’ + y = g vérifiant y(0) = 0. Par le théoréme de Cauchy ceci
détermine = fox f(t)dt de facon unique et donc f aussi.

Existence : La dérivée de la fonction solution y’ + y = ¢ vérifiant y(0) = 0 est
solution.

b) Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie stable par T'. Notons [
Pendomorphisme de E défini par I(f) : x> [ f(t)dt. Puisque F est stable par
T, F est aussi stable par I. L’endomorphisme induit par I sur le sous-espace
vectoriel de dimension finie F' admet un polynéme minimal

T=X"4+a,_1X" ! +... 4 ag. On a alors pour tout f € F 'égalité

Y+ an 1y + -+ apy™ =0 en notant y = I"(f). De plus, on a les conditions
initiales y(0) = ... =y~ (0) = 0 ce qui donne y = 0 puis f = 0. Ainsi F' = {0}.
Finalement, I’espace nul est le seul espace de dimension finie stable par T'. Quel
intérét au « impaire »?

Exercice 14 : [énoncé]

a) Si la matrice A est magique alors, par simple calcul des coefficients, AU = sU
et 'UA = s'U.

Inversement, si AU = AU et 'UA = ptU alors

Vi e ﬂl,n]},Zai’j =XetVje Hl,nﬂ,Zai’j =pu
j=1 i=1

De plus, '"UAU ='U(AU) = N'UU =n et '"UAU = (*UA)U = p*'UU = nu. On
en déduit A = p et la matrice A est magique.

b) Pour le produit scalaire canonique sur M,, 1 (R) défini par (X,Y) ='XY,
I'espace H se comprend comme I’hyperplan de vecteur normal U et donc D = H*.
¢) Si A est magique alors U est vecteur propre de A. Ainsi D = Vect(U) est stable
par A. Aussi, on a la relation AU = uU et donc U est vecteur propre de ‘A. La
droite D est stable par *A et donc H = D= est stable par A.

La réciproque est immédiate car une droite vectorielle est stable si, et seulement
si, elle est engendrée par un vecteur propre.

d) Si l’on introduit une matrice P de passage de la base canonique de M, 1(R)
vers une base adaptée a I'écriture M,, 1 (R) = D & H, I’étude au-dessus assure
qu'une matrice A est magique si, et seulement si, P~ AP est de la forme

a 0
( 0 M) avec « € Ret M € M,,_1(R)

On en déduit que I'espace des matrices magiques est de dimension

1+ (n—1)>

Exercice 15 : [énoncé]

Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base B et u
I’endomorphisme de E représenté par la matrice A dans B. On a u? =0 et u # 0.
Notons que cela entraine dim Imu = 1 et dim ker u = 2.

Cherchons une base B’ = (e1,¢€2,¢3) telle que Matg (u) = B. Aprés analyse du
probléme : Considérons 1 ¢ ker(u) et €2 = u(e1). €2 est un vecteur non nul de
ker u qui peut étre complétée en une base (e2,¢3) de ker u. Formons

B' = (1,€2,€3). Si A1 + Aaea + Aze3 = 0 alors en appliquant u, Aju(e;) =0
donc A\; = 0 puis Aaea + Azez = 0 entraine Ao = A3 = 0 puisque (g2, €3) est libre.
Finalement la famille B’ est libre et ¢’est donc bien une base de E. La matrice de
u dans cette base est bien la matrice B. On peut conclure.

Exercice 16 : [énoncé]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base B et f € L(E) de
matrice A dans B.

On vérifie f*~1 £0 et f* =0.

Soit ¢ ker f*~1. Un tel x existe puisque f*~1 # 0.

Considérons B’ = (f"(z),..., f(x),x).

Supposons
At [N @)+ M f(@) +2 =0

En y appliquant successivement f?~' ..., f,Id on obtient A\g = 0,...,A,_2 =0
puis A\,_1 = 0 car f*~1(x) #0.

B’ est une famille libre formée de n = dim E vecteurs, c’est donc une base de E.
La matrice de f dans la base B’ est égale a B.

Les matrices A et B sont donc semblables.
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Exercice 17 : [énoncé]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base B et f € L(E) de
matrice A dans B.

On observe que Imf et ker f sont supplémentaires dans FE.

Dans une base B adaptée a cette supplémentarité, la matrice de f est de la forme

Ao
o=(% 1)

avec A’ matrice de taille r. De plus r = rgA = rgB = rgA’ donc A’ est inversible.

Exercice 18 : [énoncé]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base B et f € L(E) de
matrice A dans B.

On observe r = rgf, f # 0 et f2 = 0 de sorte que Imf C ker f.

Soit (e1,...,e.) une base de I'mf complétée en (eq,...,e,—,) base de ker f.
Pour tout @ € {1,...,r}, il existe e,,_4; vecteur de E tel que f(ep—ryi) = €;.
Montrons que (eq, ..., e,) est libre.

Supposons

)\161 +--+ A7'67' + A7'+1er—i—1 + -+ )\n—ren—r + )\n—r-‘rlen—r—i-l + -+ )\nen =0
(1).

En appliquant f a la relation (1), on obtient Ap—,11e1 + -+ Aye, = 0 et donc

Aert1 =...= A, =0 car (e1,...,e,) libre.
La relation (1) devient Aje; + -+ Aper + Arj1€r41 + - + Ap—r€n—r = 0 et donc
A =...=X—r=0car (eq,...,e,_,) libre.

La famille (ey,...,ey,) est libre et formée de n = dim F vecteurs de E c’est donc
une base de F et la matrice de f dans celle-ci est égale a B. On peut conclure que
A et B sont semblables.

Exercice 19 : [énoncé]

Soit f € L(R3) I'endomorphisme canoniquement associé a la matrice A.

Analyse : Cherchons une base (eq, ez, e3) telle que la matrice de f dans cette base
soit la matrice

0 0 O
0 0 -1
01 0

On a alors f(e1) =0, f(e2) = e3 et f(ez) = —ea. On en déduit e; € ker f,

ez € ker(f2 +1d) et e3 = f(ea).

Synthése : L’endomorphisme f vérifie f o (2 + Id) = 0. Par I'absurde, si f est
inversible alors f? +Id = 0 et donc det(f?) = det(—Id) = —1. Or

det(f2) = (det f)*> > 0. C’est absurde. On en déduit ker f # {0}. Soit e; un
vecteur non nul de ker f.

Puisque (f?+1d)o f =0, on a Imf C ker(f? +1d). Or f # 0 donc Imf # {0} puis
ker(f2 +1d) # {0}.

Soit ez un vecteur non nul de ker(f2 +1d) et e3 = f(e2). On

vérifief(e3) = f?(es) = —eq.

Il reste & observer que la famille (eq, ez, e3) est une base de R3.

Supposons Are; + Agea + Azes = 0 (1) avec A1, Ag, A3 € R.

En appliquant deux fois f & cette relation, on obtient Agses — Azea =0 (2) et
7)\262 - )\363 =0 (3)

La combinaison d’équations A3(2) + A2(3) donne (A3 + A\3)es = 0.

Puisque le vecteur es a été choisi non nul, on en déduit Ay = A3 = 0 puis la
relation (1) donne A; = 0 puisque le vecteur e; a été choisi non nul.

Finalement, (eq, es,e3) est une base de R? et la matrice de f dans celle-ci est celle
voulue.

On peut conclure que A est semblable a la matrice proposée.

Exercice 20 : [énoncé]

Soit f € L£(R*) I'endomorphisme canoniquement associé & la matrice M.
Analyse : Cherchons une base (e1, eq, e3,e4) telle que :

fle1) = ea, fe2) = —e1, f(e3) = ea et fea) = —es.

La connaissance de e; et es suffit pour former e; et e4 avec les quatre relations
voulues.

Synthese :

Prenons e; # 0, ez = f(ey1), es ¢ Vect(eq,e2) et eq = f(es).

Supposons Aje; + Agea + Azes + Ageg = 0 1e. Aeg + Aaf(er) + Azes + Mg f(ez) =0
(1).

En appliquant ’endomorphisme f : Ay f(e1) — Aaer + Az f(es) — Agez3 =0 (2).
/\3(1) — )\4(2) donne ()\3)\1 + /\2/\4)61 + ()\3)\2 — )\4/\1)f(€1) + (/\% + )\2)63 =0.
Puisque e3 ¢ Vect(eq, e2), on a A3 + A2 =0 d’ott A\3 = Ay = 0.

(1) et (2) donne alors Aeg + Az2f(e1) =0 et Ay f(e1) — Ageq = 0.

Comme ci-dessus on parvient & A3 + A3 = 0 d’ott \; = A\ = 0.

Finalement (eq,es, e3,¢e4) est une base convenable. On peut conclure que M est
semblable & la matrice proposée.

Exercice 21 : [énoncé]

Raisonnons par récurrence sur n € N*.

Pour n =1 : ok

Supposons la propriété établie au rang n > 1.
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Soient A € M,,41(R) de trace nulle et f € L(R"*!) I'endomorphisme On a alors
canoniquement associé. A=trB=trAd

Si f est une homothétie vectorielle (i.e. de la forme Mdg) alors f = 0 car trf =0
et on peut alors conclure.

Sinon, il existe un vecteur x tel que f(z) ne soit pas colinéaire a z. En
représentant f dans une base dont x et f(x) sont les deux premiers vecteurs, on
obtient que la matrice A est semblable a la matrice

0] %
w= ()

avec A’ € M, (R) de trace nulle.
Par hypotheése de récurrence, il existe P inversible tel que P~ A’P soit de
diagonale nulle. En considérant la matrice inversible

o= (413 et (20)

on obtient que la matrice M est semblable a

_ 0] %
Ql(*A/>Q:

Finalement, la matrice A est semblable & une matrice & coefficients diagonaux
tous nuls.
Récurrence établie.

0

Exercice 22 : [énoncé]
a) Soit f I’endomorphisme de K" canoniquement associé & A. On a

rgf =rgA=1
et donc par la formule du rang
dimker f =n—1

Si B est une base adaptée a ker f, la matrice de f dans cette base a ses n — 1
premieéres colonnes nulles.

b) On peut écrire A = PBP~! avec P matrice inversible et B une matrice de la
forme

0 0 x
-
0 0 A

Puisque B2 = AB, on a
P71A?P = tr(A).P7'AP

puis
A? = tr(A).A

Puisque det(I,, + B) =1+ A, on a
det(P~1)det(I, + A)det P = 1 + trA

puis
det(I, + A) =1+trd

Exercice 23 : [énoncé]

Posons D = diag(1,2,...,n). L’étude, coefficient par coefficient, de la relation
MD = DM donne que les matrices commutant avec D sont les matrices
diagonales. Parmi les matrices diagonales, celles qui sont semblables & D sont
celles qui ont les mémes coefficients diagonaux

Exercice 24 : [énoncé]

Il existe P € GL,,(C) vérifiant PA = BP. En posant @@ = Re(P) et R = Im(P) on
obtient QA +iRA = BQ + iBR donc QA = BQ et RA=BRcar A,B,Q,R
réelles. Cependant on ne sait pas si @Q ou R sont inversibles. Or pour tout A € R,
(Q+ AR)A = B(Q + AR) et A — det(Q + AR) est une fonction polynomiale non
nulle car det(Q + iR) # 0 donc il existe A € R tel que @ + AR est inversible et on
peut conclure.

Exercice 25 : [énoncé]

Commencons par déterminer f(I,,) et f
On a f(I,) = f(I}) = f(I,)* donc f(I,
Si f(I,) = 0 alors pour tout A € M,,(C =
donc f est constante ce qui est exclu. Ainsi f(I,,) =
Aussi f(Op) = f(oi) = f(On) x f(Oy) donc

Si f(O,) =1 alors pour tout A € M,,(C),

f(A) = f(O,) x f(A) = f(O, x A) = f(O,) =1 et donc f est constante ce qui
est exclu. Ainsi f(O,,) = 0.

Si A est inversible alors f(I,,) = f(A x A7) donne f(A) x f(A™!) =1 et donc

f(A) #0.
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La réciproque est plus délicate.

Supposons A non inversible et posons r = rgA.

La matrice A est équivalente a la matrice
Or,nfr
On—’r‘

I,
Jr N < On—r,r

ce qui permet d’écrire A = QJ,. P avec P, (Q inversibles. On a alors
f(A) = f(Q)f(Jr)f(P) et il suffit de montrer f(J,) =0 pour conclure.
Par permutation des vecteurs de bases, la matrice J, est semblable a toute
matrice diagonale ou figure r coefficients 1 et n — r coefficients 0. En positionnant,
pertinemment les coeflicients 0, on peut former des matrices Ay, ..., A, toutes
semblables a J,. vérifiant

A Ay =0,

On a alors
f(A1)... f(4p) =0

Or il est facile d’établir que si deux matrices sont semblables, la fonction f prend
les mémes valeurs sur celles-ci. Par suite f(J,) = f(41) = ... = f(A,) et ainsi
f(J.)P =0 puis enfin f(J,.)=0.

Exercice 26 : [énoncé]

On vérifie aisément que C est un sous-espace vectoriel de M3(R) car c’est le noyau
de 'endomorphisme M — AM — MA.

Puisque A% = O3, on a ImA C ker A.

Puisque A # Ogs, la formule du rang et I'inclusion précédente montre

rgA=1et dimker A =2

Soient X7 € ImA non nul, X» tel que (X1, X5) soit base de ker A et X3 un
antécédent de X;. En considérant la matrice de passage P formée des colonnes
Xl, XQ,Xg, on a

0 0 1
P'AP=0 0 0 | =B
00 0

En raisonnant par coefficients inconnus, on obtient que les matrices N vérifiant

BN = NB sont de la forme

a b ¢
N=1|0 b ¢
0 0 a

Par suite les matrice M vérifiant AM = M B sont celle de la forme

a b ¢
M=P| 0 ¥ ¢ |P!
0 0 a

L’espace C est donc de dimension 5 et 'on en forme une base a l’aide des matrices

1 00 000 010
Mi=P| 000 |P'YMy=P| 010 |P'YMg=P| OO O |P!
00 1 000 000
000 0 0 1
M,=P( 0 0 1 |PleteMs=P[ 0 0 0 |P!

000 000

Exercice 27 : [énoncé]
trA # trB dont A et B ne sont pas semblables.

Exercice 28 : [énoncé]

Notons E la matrice correspondant & 1’élément neutre de (G, x). Celle-ci est
nécessairement non nulle car sinon la partie G serait réduite a la matrice nulle.
Puisque la matrice E est neutre, on a E? = E et donc E est la matrice d’'une
projection. En posant r = rgF € N*, il existe P € GL,(R) telle que

E=PJ,P~ ! avec J, = ( IOT 8 ) € M, (R)

Pour toute matrice M € M, (R), on peut écrire par blocs

(A B\ ..
M_P<C D)P

L’identité EM = M = MFE donne la nullité des blocs B,C et D.
On peut alors introduire I'application ¢ : G — M,.(R) qui associe & M € G le bloc
A de la description ci-dessus. On vérifie aisément que Papplication ¢ est injective
et que

VM,N € G,o(MN) = ¢(M) x ¢(N)
Enfin, on a aussi ¢(F) = I, de sorte qu’on peut affirmer que 'image de ¢ est un
sous-groupe de (GL_(R), x) . Le groupe (G, x) alors isomorphe & ce sous-groupe.
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Exercice 29 : [énoncé]
En vertu du théoréme d’isomorphisme

0 € sp(f) < f non injectif < f non surjectif

Exercice 30 : [énoncé]
0 € sp(f™) = f™ non injective = f non injective = 0 € sp(f).

Exercice 31 : [énoncé]

Si A € Spu alors il existe o # 0 vérifiant u(z) = Az. En appliquant v~!, on obtient
r = u"1(z).

Puisque = # 0, A # 0 et on peut écrire u=!(z) = $x donc § € Spu~'. Ainsi

{1/\/X € Spu} C Spu~*

L’autre inclusion s’obtient par symétrie.

Exercice 32 : [énoncé]
Pour \e Ketz € F,
€ BEx(v) @ ula™ (z)) = a " (z) & a " (z) € BEx(u) & x € a(Ex(u))
Ainsi Ey(v) = a(Ex\(u)).
Puisque a est un automorphisme, on peut affirmer E)y(v) # {0} si, et seulement si,
E,(u) # {0}. Ainsi
Sp(u) = Sp(v)

Exercice 33 : [énoncé]
On a la propriété
Vo #0g, 3N € K u(z) = Az

Montrer que = — A, est une fonction constante sur E\ {0}. Soient z,y # 0.

Si (z,y) est libre u(z + y) = u(z) + u(y) donne Ay (x +y) = A\yx + Ayy donc par
liberté de (z,y) on obtient Ay = Agyy = Ay

Si (z,y) est liée, y = px et donc u(y) = pu(x) = Aypx = Ay puis Ay = A,.

Ainsi x — A, est une fonction constante. En posant A la valeur de cette constante,
on a vV € E, u(x) = Az que x soit nul ou non.

Exercice 34 : [énoncé]
a) Il existe x # 0, vérifiant
u(v(z)) = Az

On a alors
(vou)(v(z)) = Av(z)

Or v(z) # 0 car u(v(x)) # Og et u(0g) = 0p.
On en déduit que A est valeur propre de v o u.
b) On observe
uov(P)=Petvou(P)=P— P(0)

On en déduit
ker(uowv) = {0} et ker(vowu)=Rq[X]

En substance, la propriété précédente ne vaut pas pour A = 0 en dimension
quelconque.

¢) Cependant, en dimension finie, si 0 est valeur propre de u o v alors
det(u o v) =0 et donc det(v ou) =0 d’ott 0 valeur propre de v o u.

Exercice 35 : [énoncé]

Cas A =0

det(u o v) = 0 entraine det(v o u) = 0 ce qui donne la propriété.

Cas A #£0

Si x est vecteur propre associé & la valeur propre A alors u(v(z)) = Az donne
v(u(v(z))) = Av(x).

De plus Az # 0 entraine v(z) # 0 et donc A est valeur propre de v o u.

Exercice 36 : [énoncé]

a) Une récurrence facile donne A¥B — BA* = kAF.

b) AF est vecteur propre de I'endomorphisme considéré si, et seulement si, A* = 0.
¢) L’endomorphisme M — M B — BM opére en dimension finie, il ne peut donc
avoir qu'un nombre fini de valeurs propres et donc il existe k& € N vérifiant A* = 0.

Exercice 37 : [énoncé]

a) On vérifie fFog—go f* = kf*.

Si pour tout k € N, f* = 0 alors ’endomorphisme h + h o g — g o h admet une
infinité de valeurs propres.

Ceci étant impossible en dimension finie, on peut affirmer que f est nilpotent.
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b) f* =0 (car dim E =n) et f*~! # 0. Pour = ¢ ker f"~! et

e = (f"1(x),..., f(x),z), on montre classiquement que e’ est une base de E
dans laquelle la matrice de f est telle que voulue.

flg(f"Y(z)) = 0 donc g(f*~1(x)) = Af"~(x) pour un certain A € R

Aussi fF(g(f*~17*(x))) = (A + k) f*1(x) et donc la matrice de g dans €’ et
triangulaire supérieure avec sur la diagonale A, A\ +1,..., A+ n — 1. Ainsi

Sp(g) ={\,...;, A+n—1}

Soit y vecteur propre associé a la valeur propre A +n — 1.

Siy € ker f~! alors puisque ker f*~! est stable par g, A +n — 1 est valeur propre
de I'endomorphisme induit par g sur ker f*~!. Cela n’étant par le cas
y & ker f*~1. On vérifie alors facilement que la famille e = (f"~1(y),...
résout notre probleme.

W), y)

Exercice 38 : [énoncé]

a) Puisque u o v = v o u les sous-espaces propres de u sont stables par v. Puisque
E est un C-espace vectoriel, u admet une valeur propre et le sous-espace propre
associé est stable par v. L’endomorphisme induit par v sur celui-ci admet une
valeur propre et ceci assure ’existence d’un vecteur propre commun a u et v.
b)uov—wvou=au.

Si u est inversible alors uov o u~
tr(uovou™!) —trv =adimE.
Or tr(uowvowu™!) = trv ce qui entraine une absurdité.
On en déduit que u est non inversible.

Par récurrence sur n € N, on obtient

I — vy =aldg et donc

u" ov—vou" =nau”

L’endomorphisme ¢ : w +— wov — v ow n’admet qu’un nombre fini de valeurs
propres car opere en dimension finie. Si v n’est pas nilpotent alors pour tout
n € N, na est valeur propre de . C’est absurde et donc u est nilpotent.
Enfin, soit x € keru. On a u(v(z)) = v(u(z)) + au(x) = 0 donc v(x) € keru.
Par suite ker u # {0} est stable v et un vecteur propre de ’endomorphisme induit
est vecteur propre commun a u et v.
c)uov—wvou=au-+bv.
Si a = 0 il suffit de transposer ’étude précédente.
Si a # 0, considérons w = au + bv.
On a

(au+bv)ov—vo(au+bv) =aluov —vou)=alau+ bv)

Par ’étude qui précede, au + bv et v ont un vecteur propre en commun puis u et v
ont un vecteur propre en commui.

Exercice 39 : [énoncé]

Casa=b=0

Les endomorphismes f et g commutent donc les sous-espaces propres de I'un sont
stables pour 'autre. Puisque le corps de base est C, 'endomorphisme f admet au
moins une valeur propre A. L’espace E)\(f) # {0} est stable par g donc on peut
introduire 'endomorphisme induit par g sur Ey(f) et ce dernier admet aussi au
moins une valeur propre. Un vecteur propre associé a cette valeur propre de g est
aussi un vecteur propre de f car élément non nul de Ey(f). Ainsi f et g ont un
vecteur propre commun.

Casa=0etb#0

Par récurrence, on obtient f o g™ — g" o f = nbg™ pour tout n € N.

L’application v € L(E) — fou—wuo f est un endomorphisme de L(E) or

dim £(E) < 400 donc cet endomorphisme n’admet qu'un nombre fini de valeur
propre. Cependant, pour chaque n € N tel que ¢g" # 0, le scalaire nb est valeur
propre de cet endomorphisme, on en déduit qu’il existe n € N tel que g" = 0 et en
particulier ker g # {0}.

On vérifie aisément que ker g est stable par f et un vecteur propre de
I’endomorphisme induit par f sur ker g est alors vecteur propre commun a f et g.
Casb=0eta+#0

Semblable

Casa#0etb#0

On a

folaf+bg)—(af +bg)of=0b(fog—gof)=0blaf+bg)

Par I’étude qui précede, f et af + bg admettent un vecteur propre commun et
celui-ci est alors vecteur propre commun a f et g.

Exercice 40 : [énoncé]

a) u admet une valeur propre \ et le sous-espace propre associé est stable par v.
Cela assure que u et v ont un vecteur propre en commun e;. On complete celui-ci
en une base (e, es,...,€,). Les matrices de u et v dans cette base sont de la

< 8\ 2, ) et B = ( 'g E, ) Considérons les endomorphismes u’ et

v' de E' = Vect(ea, ..., e,) représentés par A’ et B’ dans (ea,...,e,). AB = BA
donne A’B’ = B’ A’ et donc [u/,v'] = 0. Cela permet d’itérer la méthode jusqu’a
obtention d’'une base de cotrigonalisation.

b) Par récurrence, on vérifie [u*,v] = kAu*. L’endomorphisme w + [w, v] de
L(E) ne peut avoir une infinité de valeurs propres donc il existe k € N* tel que
u* = 0. L’endomorphisme u est nilpotent donc keru # {0} ce qui permet
d’affirmer que u et v ont un vecteur propre commun. On peut alors reprendre la
démarche de la question a) sachant qu’ici A’B’ — B’A" = \A’.

forme A =
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¢) Si a = 0, ’étude qui précéde peut se reprendre pour conclure. Si « # 0, on
introduit w = au 4+ Bv et on vérifie [w, v] = cw. Ainsi w et v sont
cotrigonalisables puis u et v aussi cas u = +(w — Bv).

[e%

Exercice 41 : [énoncé]

a) Il suffit de procéder par récurrence en exploitant
frtog—gofrtl=fo(nf"+gof")+ (I~ fog)ofm"

b) Par linéarité P(f)og—go P(f) = P'(f).

Ainsi si P annule f alors P’ aussi. Ceci est impossible en dimension finie car le
polynéme minimal d’un endomorphisme annule celui-ci et est de degré minimal.
Notons qu’un argument de calcul de trace est de loin plus rapide et plus simple!
¢) fog(P) = (XP) = XP'+ P et go f(P) = XP' donc (fog—go f)(P) = P.

Exercice 42 : [énoncé]
a) Par récurrence

[rtog—goft=nf"

b) Par linéarité

P(f)og—goP(f)=foP'(f)
Par suite, si P(f) =0, alors f o P'(f) = 0.
¢) Soit 7 le polynéme minimal de ’endomorphisme f.
m annule f donc X7’ aussi. Par minimalité de 7, 7 | X7'. Pour des raisons de
degré et de coefficients dominants, am = X7’ avec « = degw. On en déduit
m =X et donc f est nilpotent.

Exercice 43 : [énoncé]

a) Soit A une valeur propre de I’endomorphisme 7'

Il existe une matrice M non nulle vérifiant T'(M) = AM.

On a alors MA = (A+ \,,) M.

Par une récurrence facile, M AP = (A + \I,,)P M.

Or pour un certain p € N*, AP = O,, donc (A + \[,)PM = O,,.

Cependant la matrice M n’est pas nulle donc la matrice (A + AI,)P n’est pas
inversible puis la matrice A 4+ AL, ne l’est pas non plus. Ainsi A est valeur propre
de A et donc A = 0 car 0 est la seule valeur propre d’'une matrice nilpotente.

On en déduit SpT C {0} puis SpT = {0} car le corps de base C assure I'existence
d’au moins une valeur propre.

Le polynome caractéristique de T' étant scindé dans C[X] et de degré n?, on a
XT = (71)”2X n’ puis T =0 car le polyndme caractéristique est annulateur en
vertu du théoréme de Cayley Hamilton.

Finalement, I’endomorphisme T' est nilpotent.

b) Pour g = Idg on a T = 0.

Ainsi ’endomorphisme T est nilpotent alors que g ne ’est pas.
La réciproque est fausse.

Exercice 44 : [énoncé]
a) Par récurrence, on obtient

Vn e N*, A"B — BA" = nA""'C
On en déduit
VP € K[X],P(A)B — BP(A) = P'(A)C

Si la matrice A est diagonalisable, elle annule un polynéme scindé a racine simple
P et donc

P (A)C =0
Puisque les racines de P sont simples, les valeurs propres de A ne sont pas racine
de P’ et une diagonalisation de A permet d’affirmer

det P'(A) #0

Puisque la matrice P’(A) est inversible, I'identité P'(A)C = 0 donne C = 0.

b) Supposons C' diagonalisable.

Notons a, b, ¢ les endomorphismes de R™ canoniquement associés aux matrices
A B,C.

Soit A une valeur propre de C. Le sous-espace propre E)(c) est stables par les
endomorphismes a et b car la matrice C' commute avec A et B. Notons a) et by
les endomorphismes induits associés. On a

ay o b)\ — b)\ oay) = )\IdEA(c)
En considérant la trace, on obtient
Adim Ex(c) =0

On en déduit que seule 0 est valeur propre de C' et donc la matrice diagonalisable
C est nulle.

Exercice 45 : [énoncé]
a) A est évidemment linéaire de M,(R) dans lui-méme.
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En exploitant
A(BC)=ABC — BCA=(AB — BA)C + B(AC — CA) = A(B)C + BA(C)
on montre la relation

A" (MN) = En:
k=0

(Z) AH(M)A™H(N)

en raisonnant par récurrence comme pour établir la formule de Leibniz.

b) AB = BA donne directement A(B) = 0 et donc A%(H) = 0.

La relation A™T1(H™) = 0 s’obtient alors en raisonnant par récurrence et en
observant que les termes sommés sont nuls dans la relation

n+1
1
An-i—l(Hn) _ An+1(HHn_1) _ Z <n;: ) Ak(H)An+1—k(Hn—l)
k=0

L’identité A™(H™) = n!B" s’obtient aussi par récurrence et un calcul assez
analogue.

¢) Considérons une norme sous-multiplicative (par équivalence des normes en
dimension finie, cela ne change rien au probléme). On a

n 1 n n
1B™ = 5 IA™(H")]

L’application linéaire A étant continue, on peut introduire k& > 0 vérifiant

VM € My(R), [AM)] < k|| M]]

On a alors 1
187 < k" | H < - (k] H])
puis
1 n
1B < e (kIH ) ——— 0 car nl ~ Vmn ()
(n!) /m n—+o0 e

d) On peut plonger le probléme dans le cadre complexe. Soit A une valeur propre
complexe de B et M une matrice de M, (C) dont toutes les colonnes sont vecteurs
propres de B associés a la valeur propre A. On a

BM = AM et donc B"M = A"M puis | B"M "™ = || |M|*™. Or

|B MM < B M 0

et on peut donc conclure A = 0.
Puisque 0 est la seule valeur propre complexe de B, celle-ci est nilpotente (cf.
théoreme de Cayley-Hamilton).

Exercice 46 : [énoncé]
a) Soit « € keru. On a u(x) = 0 et donc

u(v(z)) = u(x) + v(u(z)) = 0g

Ainsi v(z) € ker u.
b) Si par ’absurde, I’endomorphisme w« est inversible, on peut écrire

wovou ' =v+Idg
En passant a la trace, on obtient
tr(v) = tr(v) + dim E

Ceci est absurde. On en déduit ker(u) # {0}.

ker(u) est stable v et non réduit & {0}. L’endomorphisme complexe induit par v
sur cet espace de dimension finie admet donc une valeur propre A. Si x est un
vecteur propre associé, ¢’est un vecteur propre commun & u et v car

u(z) =0 et v(x) = Az

¢) La conclusion qui préceéde vaut aussi pour une identité du type
uov—vou=au avec a # 0.

Dans le cas ot a = 0, la propriété est encore vraie en raisonnant cette fois-ci avec
un sous-espace propre de u (stable par v car on est en situation ou u et v
commutent).

Siuowv—vou=au+ bv avec b # 0 alors, en considérant w = au + bv, on a

uow —wou = bw. Les endomorphismes u et w ont un vecteur propre en commun
et celui-ci est aussi vecteur propre de v.

Finalement, on retient

uowv—wvou € Vect(u,v) = u et v ont un vecteur propre en commun

On peut alors en déduire que ces deux endomorphismes sont cotrigonalisables en
raisonnant par récurrence sur la dimension de E. En bref (car c’est assez long a
rédiger), si 'on compleéte le vecteur propre précédent en une base de E, les
endomorphismes u et v seront figurés par des matrices

A x [T
(0 3) (&)
La relation uov — v o u € Vect(u,v) donne, par calcul par blocs,
AB — BA € Vect(A, B). On applique ’hypothése de récurrence aux matrices A et
B:
P7'AP =T et P"'BP =T’ avec P inversible de taille n — 1
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On transpose ensuite cette solution aux matrices précédentes via la matrice

inversible
1 0
0 P

Exercice 47 : [énoncé)
Soient A€ Ret f€ E.On a

D(f) = M\f & f est solution de I'équation différentielle y' = Ay

Les solutions de 1’équation i’ = Ay sont les fonctions de la forme ¢ — Ce*.
Ainsi
Sp(D) = R et E\(D) = Vect(t — )

Exercice 48 : [énoncé]
Soient A € C et u € E. Etudions I’équation f(u) = Au. On a

- (1 — )\)UO =0
flu) = du & {Vn e N, (2A — Duy = up—1

Cas A=1
flu)=u<eVne N u, =u,_1
On en déduit que 1 est valeur propre de f et que le sous-espace propre associé est

formé des suites constantes.

Cas A #1
Uy = 0
Vn € N*, (2A — Duyp, = up—1

fu) =X u< {
Que A = 1/2 ou non, on obtient
flw) = u<sVneNu,=0

et donc A n’est pas valeur propre.
Finalement

Spf={1}

Exercice 49 : [énoncé]
Solent A€ Ret u e E.

Alw)= e VneNun+1)= 1+ Nu(n)
Ainsi
Au) = du < Vn € Nyu(n) = ug(l + A)"
Pour A € |-2,0[, la suite u(n) = (1 + A)™ est élément non nul de E et vérifie

A(u) = Au.
Pour A ¢ |—2,0], seule la suite nulle est converge vers 0 et satisfait

Vn € Nyu(n) = up(1+ )"

On peut donc conclure

Exercice 50 : [énoncé]
Soient A € Ret f € E. Si I(f) = Af alors I(f) est solution de 1’équation
différentielle

y=
Si A =0 alors I(f) =0.

Si A # 0 alors I(f) est de la forme 2 — Ce®/* et puisque I(f) s’annule en 0 donc

1() = 0.
Dans les deux cas f = I(f)" = 0. Ainsi

Sp(I)=10

Exercice 51 : [énoncé]
Soit A un réel et f une fonction élément de F.
SiT(f) = Af alors
Vo € [0,4o00[, f(x+1) = Af(z)

En passant cette relation a la limite quand z — 400, on obtient
L=\

en notant ¢ la limite de f.
Cas £ #0 :

Nécessairement A =1 et

Va € [0, +oo[, f(z + 1) = f(x)
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Puisque la fonction f est périodique et converge en +o0, elle est constante.
Inversement, toute fonction constante non nulle est vecteur propre associé a la
valeur propre 1.

Cas {=0":

Si A est valeur propre alors en introduisant f vecteur propre associé, il existe
xo € [0, +00] tel que f(xg) # 0 et la relation T'(f) = Af donne par récurrence

Yn €N, f(zo+n) = A"f(z0)

En faisant tendre n vers +oco, on obtient |A| < 1.
Inversement, supposons |A| < 1.
Si T(f) = Af alors

f(1) = Af(0) et Vn e N,V € [0,1], f(z +n) = \"f(x)

La fonction f est donc entierement déterminée par sa restriction continue sur
[0,1] vérifiant f(1) = Af(0).

Inversement, si ¢ : [0,1] — R est une fonction continue sur [0, 1] vérifiant
©(1) = Ap(0) alors la fonction f donnée par

Vn e N,Va € [0,1], f(z +n) = A"p(z)

et continue (on vérifie la continuité en k € N* par continuité & droite et & gauche),
converge vers 0 en +oo et vérifie T'(f) = Af.

Puisqu’il est possible de construire une fonction non nulle de la sorte, le scalaire
A € ]—1, 1] est valeur propre et les vecteurs propres associés sont les fonctions non
nulles de la forme précédente.

Exercice 52 : [énoncé]

a) o(f) est dérivable sur R™ donc continue sur R**.

Puisque f est continue, f admet une primitive F et alors quand x — 07

F(x) — F(0)
x

p(f)(x) = — F'(0) =
On en déduit que ¢(f) est continue en 0.

La linéarité de ¢ est immédiate et donc ¢ est un endomorphisme de E.
b) Soient A € R et f une fonction de E non nulle vérifiant o(f) = Af.
Pour tout x € RT,

f(0)=0

JRCEEE
0
donc f est de classe C! et vérifie

(1= Nf(x) = Azf'(z)

Le cas A = 0 implique f = 0 et est donc exclu.
Pour A#0et 2 >0o0n a

af'(x) = af(x)
avec @ = (1 — X)/A dont la résolution conduit &
f(z) =Cx® x €]0,400]
Pour a = 0 ou @ < 0 la condition li(r)n f =0 entraine f = 0 et est donc exclue.
Par contre le cas a > 0 (correspondant & A € ]0,1[) conduit au vecteur propre
f(z)=Cz* x € [0,+00|

élément de E.

Exercice 53 : [énoncé]
a) T(f) est dérivable sur R™ donc continue sur R**.
Puisque f est continue, f admet une primitive F et alors quand x — 0%

F(z) - F(0)

T(f)(z) = — F'(0) = £(0)

On en déduit que T'(f) se prolonge en une fonction continue en 0.

La linéarité de T est immédiate et donc 1" est un endomorphisme de E.
b) Soient A € R et f une fonction de E non nulle vérifiant T'(f) = Af.
Pour tout x > 0,

x
| 1=t
0
donc f est de classe C! et vérifie

(1= Nf(x) = Az f'(x)

Le cas A = 0 implique f = 0 et est donc exclu.
Pour A#0et 2 >0o0n a

af'(z) = of (x)

avec a = (1 — A\)/A dont la résolution conduit &
f(z) =Cx® 2 €]0,400]

Pour o < 0 la condition lién f =0 entraine f = 0 et est donc exclue.

Par contre le cas a > 0 (correspondant & A € |0, 1]) conduit aux vecteurs propres
f(x) =Cz% z€[0,400[, C#0

éléments de E.
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Exercice 54 : [énoncé]
Puisque f est de classe C! et que f(0) = 0, on peut écrire

f() = f'(0)t + o(t) quand t — 0

Ainsi la fonction ¢ : t — f(t)/t peut étre prolongée par continuité en 0 et donc
l'intégrale définissant T'(f)(x) a un sens en tant qu’intégrale d’une fonction
continue. De plus, la fonction T'(f) apparait alors comme la primitive s’annulant
en 0 de cette fonction continue ¢, c’est donc une fonction élément de E. Enfin, la
linéarité de I'application T' étant immédiate, on peut affirmer que T est un
endomorphisme de F.

Soient A € R.

Si T(f) = Af alors pour tout x € [0, +o0],

T(f)(x) = Af(x)

En dérivant cette relation, on obtient pour tout x € [0, +00]

fx) =Xz f'(z)

Si A =0 alors f est la fonction nulle et A n’est pas valeur propre.

Si A # 0, f est solution de I’équation différentielle Azy’ = y.

Cette derniere est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogene dont la
solution générale sur |0, +o0o[ est

y(a) = Cat/?
Ainsi, il existe C' € R tel que pour tout = > 0,
flw) = Ca'/?

Or pour qu’une telle fonction puisse étre prolongée en une fonction de classe C!
sur [0, 400, il faut C' =0 ou 1/A > 1. Ainsi les valeurs propres de T' sont les
éléments de lintervalle 10, 1].

Inversement, soient A € |0, 1] et la fonction fy : x — z'/* prolongée par continuité

en 0.

La fonction fy est de classe C! sur [0, +o00|, s’annule en 0 et vérifie T'(f)) = Afa
sans étre la fonction nulle.

Finalement, les valeurs propres de T' sont exactement les éléments de l'intervalle
10, 1].

Exercice 55 : [énoncé]
a) On peut écrire

(@) = [ twa+s [ s

0

L’application T'(f) apparait alors comme continue (et méme dérivable).
Ainsi, 'application T opére de F dans E, elle de surcroit évidemment linéaire.
b) Soient A € R et f € E vérifiant

T(f)=Af

Cas A =0
On a T(f) = 0donc

/Owtf(t)dt—kx/:f(t)dtzo

En dérivant, on obtient

() — xf () + / f(tydt = / f(t)dt =0

En dérivant a nouveau, on obtient f = 0. Ainsi 0 n’est pas valeur propre de T.
Cas A #0
OnaT(f)=M\f

/Oxtf(t)dt—i—x/:f(t)dt:)\f

En particulier, on peut affirmer que f(0) =0 car T(f)(0) = 0.
Le premier membre de ’équation T'(f) = Af est dérivable donc la fonction f est
également dérivable et, en dérivant, on obtient la relation

/ f(t)dt = Af'(x)

En particulier f/(1) = 0.
Le premier membre de cette nouvelle équation étant dérivable, la fonction f est
deux fois dérivable et on obtient en dérivant I’équation différentielle

A" (@) + f(z) =0

Sous cas A <0
Sachant f(0) = 0, la résolution de I’équation différentielle donne

x) = Ash L
e (m)

La condition f’(1) = 0 entraine toujours f = 0 et donc un tel A n’est pas valeur
propre de T.
Sous cas A > 0
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Sachant f(0) = 0, on obtient par résolution de 1’équation différentielle

f(z) = Asin <\%>

La condition f’(1) = 0 n’entrainera pas f = 0 que si
1
sin|—= ] =0
(%)

avec k € N*

c’est-a-dire si, et seulement si,

A=

1
(km)?
Notons qu’alors il est possible de remonter les précédents calculs et d’affirmer que

f = sin(krx)

est vecteur propre associé a la valeur propre A = 1/(km)?

Exercice 56 : [énoncé]

a) L’application ® est évidemment linéaire, il reste a voir qu’elle est a valeurs
dans Ry [X].

Pour un polynéme P de degré inférieur a 4, le polyndéme

(X2 —1)P'(X) — (4X + 1)P(X) est de degré inférieur a 5 et, si a est le coefficient
de X* dans P, le coefficient de X® dans ®(P) est 4a — 4a = 0. Par suite ® est
bien & valeurs dans R4 [X] et c’est donc un endomorphisme de cet espace.

b) L’équation
;o 5=A n 3+
Y7\ 2@ T 2@+n)?

est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de solution générale

y(x) = C o — 1OV g 4| BTN/

sur I = ]—o0,—1[, |-1,1] ou |1, +o0[.
¢) Pour A € R, ®(P) = AP si, et seulement si, P'(X) = %P(X) i.e. si, et
seulement si, la fonction polynomiale P est solution, par exemple sur |1, 4o00], de
I’équation différentielle
,  Adr 4 (1+X)

Yo
Or moyennant une décomposition en éléments simples et passage a I'opposé de A,
cette équation est celle précédemment résolue et le probleme est alors de

déterminer pour quel parametre — A\, la solution précédemment présentée est une
fonction polynomiale de degré inférieur a 4. Les valeurs 3,1, —1,—3, =5
conviennent et ce sont donc des valeurs propres de ®, de plus il ne peut y en avoir
d’autres car dim Ry [X] = 5. Les vecteurs propres associés a ces valeurs propres A
sont les polynoémes

5+ 3=

CX - 1) (X +1)=

avec C' # 0

Exercice 57 : [énoncé]

L’application ¢ est évidemment linéaire et on vérifie en observant une
simplification que ¢ transforme un polynéme de degré inférieur a n en un autre.
L’application ¢ est donc bien un endomorphisme de R, [X].

Soient A € Ret P € R, [X].

Pour résoudre I'équation ¢(P) = AP, on recherche les solutions polynomiales de
degrés inférieurs a n a ’équation différentielle

(2 = 1)y — (nx + Ny =0

La solution générale de cette équation différentielle est
ntA n-X

ylo) =Cz—-1)7 (z+1)7

Pour A = —n + 2k avec k € {0,...,n}, on obtient une fonction polynomiale non

nulle
PA(X)=C(X - D*X +1)"Favec C#0

et donc A est valeur propre de ¢ et les Py sont les vecteurs propres associés.
Puisque dimR,, [X] = n + 1, il ne peut y avoir d’autres valeurs propres (et
I’endomorphisme ¢ est diagonalisable).

Exercice 58 : [énoncé]
a) La linéarité est immédiate et sans peine deg(¢(P)) < n pour P € R, [X].
b) On a

k=0 )
vy N~ PP () -1
P(X)*k:1 (k—l)'(Xi )k

puis

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 10 aofit 2015

Corrections 50

donc "

- P (a

o(P)xX) =3 (k-2 (x -t 2P () x )
k=3 ’
Ainsi
Pckerp < P'lla)=0et ¥V3<k<n, PP (a)=0
et donc
ker ¢ = Vect(1, (X — a)?)

Aussi

Pelm¢ < Pla)=P'(a)=0
et donc

Im¢ = (X — a)®R,,_3 [X] + Vect(X — a)

¢) On a

0= AP(a)

6(P) = AP & { —2P'(a) = A\P'(a)

(k —2)P® (a) = AP (a) pour k € {2,...,n}
Cette équation possede une solution non nulle si, et seulement si, A =0, A = —2
et A\=Fk—2aveck € {2,...,n}.
Ainsi

Sp(¢) ={-2,0,1,...,n — 2}
On a E_5(¢) = Vect(X — a), Eo(¢) = ker ¢, Ej,_2(¢p) = Vect(X — a)* pour
ke{3,...,n}.

La somme des dimensions des sous-espaces propres vaut dimR,, [X] :
I’endomorphisme est diagonalisable.
En fait, la base des (X — a)* est base de diagonalisation de 1’endomorphisme ¢.

Exercice 59 : [énoncé]

a) Il suffit de calculer le polynéme caractéristique de f a partir d'une
représentation matricielle triangulaire par blocs relative a une base adaptée a
Pespace non nul E(f,a).

b) La matrice A est de rang 1 donc 0 est valeur propre de A et par la formule du
rang dim E(A,0) = 3.

Le polynéme caractéristique de A étant de degré 4 et factorisable par X3, c’est un
polynome scindé. La somme des valeurs propres de A comptées avec multiplicité
vaut alors trA = 10.

Par suite 10 est valeur propre de A de multiplicité nécessairement 1.

Finalement A est diagonalisable semblable & diag(0, 0,0, 10).

Exercice 60 : [énoncé]
a) Si B = P YAP alors

xB(\) =det(APIP — P7YAP) = xa())

0 1 0
b)InversementA—<O O>etB—(O 0

méme polynoéme caractéristique.

) ne sont pas semblables mais ont

Exercice 61 : [énoncé]

Soit GG un supplémentaire de F. Dans une base adaptée a la décomposition

E = F & G, la matrice de u est triangulaire supérieure par blocs et en calculant le
polynoémes caractéristique de u par cette matrice on obtient immédiatement la
propriété demandée.

Exercice 62 : [énoncé]
a) Pour z € C,

det(xI, — AB) = det Adet(zA™" — B) = det(zA~! — B)det A = det(xI,, — BA)

donc

xap(z) = xpa(r)
b) La matrice A + %In n’est pas inversible seulement si —1/p est valeur propre de
A. Puisque la matrice A ne posséde qu’un nombre fini de valeurs propres, pour p
assez grand on est sir que A + %In € GL,(C).
Comme vu ci-dessus, pour x € C,

X(A+%I,,L)B(m) = XB(A+%I")($)
En passant a la limite quand p — +00, on obtient xap(z) = xpa(x).

Ceci valant pour tout z € C, les polynémes xap et xpa sont égaux.

Exercice 63 : [énoncé]
D’une part

D’autre part
I, Ony A, AN\ [ Al A
—-B A, B I, ) \ Op, A,—AB
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En passant au déterminant, on obtient
det M = xap(A) et APdet M = A" xpa(N)

et on en déduit
Mxap(A) = N"xpa(A)

Exercice 64 : [énoncé]
Dans le cas ou

la propriété est immédiate en écrivant

o=k 7)

avec C bloc carré de taille r.

Dans le cas général, on peut écrire A = QJ,. P avec r = rgA et P, () inversibles.

X ap(X) = X g-1a0(X) = XX, rBo(X)

donc
X%aB(X) = XPxpBs, (X) = XPXxBqs,P(X) = XPxpa(X)

Exercice 65 : [énoncé]
Il est bien connu que
VM, N € My(K),xun = xnum

On en déduit

X(AB)» = X[A(BA)?—1]B = XB[A(BA)P—1] = X(BA)P

Exercice 66 : [énoncé]

_ A1y -1 _ _ (=) 1.
Xa-1(z) =det(xl, — A7) =det A= det(zA - I,) = ot A det (x] A

Or det(A4) = (—=1)"x4(0) donc

n

Xa-1(z) = XT(())XA(l/x)

Exercice 67 : [énoncé]
On a -
Xaa(X) = det(XI, — AA)

donc en conjuguant
Xaa(X) = det(XI, — AA) = x4, (X)
Or il est bien connu que pour A, B € M,,(C)

XAB = XBA
On obtient donc

XAA = XAA
et par conséquent

Xaa € R[X]

Exercice 68 : [énoncé]
a) Oui, un tel polynéme existe, il suffit de se référer aux matrices compagnons!

Pour ag,a1,...,a,—1 € K, la matrice compagnon associée est
0 (0) —agp
v=| 1 o
0
(0) 1 —O0p—1

—X (O) —ap
1 —
xm(X) = “
=X :
(0) 1 —Apn—-1 — X

Il peut se calculer par la succession d’opérations élémentaires
L;+ L;+ XL;41 avec ¢ allant de n — 1 a 1 dans cet ordre

On obtient alors

0 —(an—2+ap—1X + X?)
—Qp—-1 — X
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avec

a:—(a0+a1X—|—~-~—|—an_1X"71+X")

En développant selon la premiere ligne, on obtient
XM(X) = (—1)" (ao + (11X 4+ .+ an_an—l + Xn)

Ainsi, pour P € Z [X] unitaire de degré n, on peut construire une matrice a
coefficients entiers dont le polynéme caractéristique est (—1)"P(X).

b) Il existe une matrice A dont le polynéme caractéristique est P. Puisque toute
matrice complexe est trigonalisable, la matrice A est en particulier semblable dans
M., (C) & une matrice triangulaire de la forme

/\1 *
0 An

La matrice A? est alors semblable a la matrice

Le polynoéme caractéristique de A7 est alors P,. Or A9 est une matrice a
coefficients entiers et donc son polynéme caractéristique P, est aussi a coefficients
entiers.

¢) Compte tenu des relations entre les coefficients et les racines d’un polynéme
scindé, on peut majorer les coefficients de P et affirmer que, pour un degré fixé, il
n’y a qu'un nombre fini de polynémes P possibles car les coefficients de P sont
entiers et borné. Considérons un tel polynéme. L’application ¢ € N* = P, n’est
pas injective compte tenu a cause de 'argument de cardinalité précédent. Il existe
donc g < r tel que P, = P,. Ainsi, il existe une permutation ¢ de N,, vérifiant :

. q__ \r
Vi € NnvAi = Ao(i)

A Taide d’une décomposition en cycles de o, on peut affirmer qu’il existe une
puissance de o égale a 'identité et donc conclure que pour tout i € N, il existe
q > g tel que AY = A?. On peut alors affirmer que A; est nul ou bien racine de
Punité.

Exercice 69 : [énoncé]
Dans une base adaptée au noyau f, la matrice de f est

a b 0 - 0

c d

* ok

* ok O 0
On a alors

Xf(X)=X""?(X?- (a+d)X +ad— bc)
Or
trf =a+d et trf? = a® + 2bc + d?

donc

Xp(X)=Xx""? <X2 —tr(f)X + W)

Exercice 70 : [énoncé]

a) SpB = Sp'B car xp = X:B.

b) Pour tout X € M,, 1(K), A(CX) = AN(CX) donc CX € ker(A — AI,,).

c) Soit X et Y des vecteurs propres de A et !B associé a la valeur propre \. La
matrice C' = XY est solution.

d) On peut écrire C = QJ,.P avec P, @ inversibles. La relation AC' = C'B donne
Q'AQJ, = J.PBP!.

En écrivant les matrices Q' AQ et PBP~! par blocs, ’égalité

Q 'AQJ, = J.PBP~! impose une décomposition en blocs triangulaire puis
permet d’observer que x4 = xg-14¢ et XxB = Xppp-1 ont un facteur commun de
degré > r, a savoir le polynome caractéristique du bloc commun en position (1,1).
e) La réciproque est assurément fausse en toute généralité. Pour r = n, deux
matrices ayant méme polyndéme caractéristique ne sont pas nécessairement
semblables.

Exercice 71 : [énoncé]
On peut écrire M = QJ, P avec P, inversibles. La relation AM = M B donne

Q'AQJ, = J,PBP!
En écrivant les matrices Q1 AQ et PBP~! par blocs, I’égalité
Q'AQJ, = J,PBP!
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impose une décomposition en blocs triangulaire puis permet d’observer que les
polynémes x4 = Xg-14¢ et XB = Xppp-!

ont un facteur commun de degré > r, a savoir le polynéme caractéristique du bloc

commun en position (1,1).

Exercice 72 : [énoncé]
En développant selon la premiere colonne

A -1 0 A -1 0

. c. c. — *(104*)\ . . c.

0o .- A —1 0o .- A —1
—aop —Qp—2 A= Gp_1 —ax —Qp—2 A= Gp_1

(n]

puis en reprenant le processus on parvient a
A" — (an,l)\"_l + -4 CL1)\ + ao)

On peut aussi résoudre le probleme via 'opération élémentaire :
Ci+Ci+XCy+---+ A”‘lCn.

Exercice 73 : [énoncé]

[n—1]

a) P,(x) est un déterminant tri-diagonal. On développe selon la premiére colonne
en un déterminant triangulaire et en un second déterminant qu’on développe selon

la premiere ligne.
Pi(z) =z et Py(z) =2 -1

b) La suite (P,(2cosa))p>1 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. On
introduit I’équation caractéristique associée dont les racines permettent

d’exprimer le terme général de (P,(x)) a l'aide de coefficients inconnus déterminés

par les valeurs n = 1 et n = 2. On peut aussi simplement vérifier la relation
proposée en raisonnant par récurrence double.
bt avec k € {1,...,n} sont racines distinctes de P, ().

c) Les z = 2cos 775
A, € M,,(C) posséde n valeurs propres distinctes donc A est diagonalisable.

Exercice 74 : [énoncé]
a) On obtient

P(a;) = a; [ [ (ai — a;)

J#i

P est de degré n et unitaire donc

b) On en déduit
det A=P(0) = (-1)" '(n—1) [J s
=1

Notons que I'on peut proposer une démarche plus simple en commencgant par
factoriser les a; par colonnes.

Exercice 75 : [énoncé]
a) En factorisant sur la iéme colonne

a; 1 an
a
Pla;) = a; 1
Qnp
aq 1 a;
En retranchant la iéme ligne a chacune des autres
a; — ay 0 0
0
P(a;) = a; 1
: 0
0 0 a; — an

et donc

P(a;) = a; [ ] (a; — a)
i

b) En utilisant la formule des déterminants

Pl) =3 &) [ ] (a0 +2050:.1)

ceS, i=1
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—

Si o = Idy,, alors H (a(,(Z + xd (i)’i) = (@i,; + ) est une expression

i=1

polynomiale umtalre de degré n.
n
Si o # Idy,, alors H (@o(i),i + T00(i),i) = I1 (as; + ) est une expression
j i=1

polynomiale de degre strictement mferleure an.

On peut donc affirmer que P est une fonction polynomiale unitaire de degré
exactement n.

¢) Puisque les a; sont deux a deux distincts

P(X) :1+i Ai

avec

_ P(al) —a
I (ai—a;)
i
d) On a det(A + I,) = P(1).
Si I'un des a; vaut 1, il suffit de reprendre la valeur de P(a;).
Sinon, par la décomposition précédente

et donc

@uA+I)=(1+§:1a>f1ﬂ—a0

i=1

Exercice 76 : [énoncé]
11 est classique d’établir x4 = xBa en commencant par établir le résultat pour A
inversible et le prolongeant par un argument de continuité et de densité.

Exercice 77 : [énoncé]
Par contraposition, montrons

det A < 0= SpAN]—o0,0[#0

On a

Xa(X)=X"+---+(-1)"det A

Sidet A < 0alors (—1)"x4(0) <0 et . lim (—1)"xa(t) = +o0. Sachant la fonction
——o00

t — xa(t) continue, il existe A € |—o00,0[ racine de x4 et donc valeur propre de A.
On peut aussi établir le résultat en observant que le déterminant de A est le
produit des valeurs propres complexes de A comptées avec multiplicité. Parmi
celles-ci, celles qui sont réelles sont positives et celles qui sont complexes non
réelles, sont deux & deux conjuguées. Le produit est donc positif.

Exercice 78 : [énoncé]

On peut écrire
n
IIX Ak)

avec Aq, ..., A\, les valeurs propres de A comptées avec multiplicité.

On a alors

xA(B) € GL,(C) & V1 < k < n, B — A\pI, € GL,(C)

ce qui donne

xa(B) € GL,(C) & V1 <k <n,\, ¢ SpB

et on peut ainsi affirmer

xa(B) € GL,(C) & SpANSpB =1

Exercice 79 : [énoncé]
a) On peut écrire B = P~1CP avec P inversible et alors

zl, —B=P ' (zI,-C)P

ainsi que

(zI,—B) ' =P (I, —C) ' P!

sous réserve d’inversibilité.

b) La matrice A est trigonalisable dans M, (C). Quitte & considérer une matrice
semblable, on peut supposer A triangulaire supérieure (ce qui n’affecte ni le calcul
de la trace, ni celui du polynéme caractéristique P4). En écrivant

)\1 *

®
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on obtient .
$—>\1 *
(xl, — A)~ " =
(0) T
et donc
_ - 1 P (x)
tr(al, — A)~ ' = =4
' (x ) ; X — )\k PA(x)
car

Exercice 80 : [énoncé]

a) Pour tout f € L(FE), f admet un polynoéme minimal qui admet au moins une
racine dans C qui est alors valeur propre de f.

b) Si A est valeurs propre de I’endomorphisme considéré alors il existe un
polynéme P non nul tel que X P(X) = (1 + A\)P(X) ce qui est impossible pour
des raisons de degré.

Exercice 81 : [énoncé]

a) Tout endomorphisme sur un C-espace vectoriel de dimension finie admet au
moins une valeur propre.

b) Soit A une valeur propre de u. F)(u) est un sous-espace vectoriel stable par v
(car wov = vou) et 'endomorphisme induit par v sur F)(u) admet au moins une
valeur propre. Un vecteur propre associé a celle-ci est vecteur propre commun a u
et v.

Exercice 82 : [énoncé]

On retraduit le probleme en terme d’endomorphismes. Soient u et v deux
endomorphismes d’un C-espace vectoriel de dimension finie vérifiant wov = v o u.
Tout endomorphisme sur un C-espace vectoriel admet au moins une valeur propre.
Soit A une valeur propre de u. E)(u) est un sous-espace vectoriel stable par v (car
uwowv =wvou) et 'endomorphisme induit par v sur Ey(u) admet au moins une
valeur propre. Un vecteur propre associé a celle-ci est vecteur propre commun a u
et v.

Exercice 83 : [énoncé]

Si A et B ont A\ pour valeur propre commune alors puisque A et A ont les mémes
valeurs propres, il existe des colonnes X,Y # 0 vérifiant *AX = AX et BY = \Y.
Posons alors U = Y*X € M,,(C)\ {0}.

Ona BU=)XY'X et UA=Y!(*AX) = AY'X donc UA = BU.

Inversement, supposons qu’il existe U € M,,(C) non nulle vérifiant UA = BU. On
peut écrire U = QJ,-P avec P, (Q inversibles et r = rgU > 0. L’égalité UA = BU
entraine alors J, A’ = B'J, avec A’ = PAP~! et B’ = Q~'B(Q. Puisque
semblables, SpA’ = SpA et SpB’ = SpB. En raisonnant par blocs, 1’égalité

J.A" = B'J, entralne

A’(M O>etB’(M
* 0

Ces formes matricielles SpM C SpA’ et SpM C SpB’. Or SpM # () (cadre
complexe) donc SpA N SpB # (.

: ) avec M € M,.(C)

Exercice 84 : [énoncé]

a) Le polynéme caractéristique d’une matrice complexe posséde au moins une
racine dans C.

b) det(l,, + \T') = 1 # 0 et donc T vérifie (P).

c)rgl, =r.

d) Les matrices A et B étant de méme rang, elles sont équivalentes et donc il
existe P, Q) inversibles vérifiant A = PB(Q. Puisqu’il existe une matrice M telle
que det(M + AA) # 0 pour tout A € K, on a

det(PMQ + AB) = det Pdet(M + XA)det Q # 0

et donc B vérifie la propriété (P).

e) Si une matrice est non inversible, elle est de méme rang qu'une matrice T,. avec
r < n et comme cette derniére vérifie (P), on peut conclure qu’une matrice non
inversible vérifie (P).

Inversement, si A est une matrice inversible alors pour tout M € M., (C)

det(M 4 AA) = det(A) det(M A~ + \I,,)

et puisque la matrice M A~ admet une valeur propre, il est impossible que
det(M + AA) soit non nul pour tout A € C.

f) Si n est impair alors toute matrice de M,,(R) admet une valeur propre (car le
polyndme caractéristique réel est de degré impair). On peut alors conclure comme
au dessus.
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Si n est pair, la propriété précédente n’est plus vraie. Par exemple

a=(1 %)

est inversible et vérifie la propriété (P) avec M = I,,.

Exercice 85 : [énoncé]

Tout endomorphisme sur un C-espace vectoriel de dimension finie admet au moins
une valeur propre.

Soit A une valeur propre de u. E)(u) est un sous-espace vectoriel stable par v (car
uwowv =wvou) et 'endomorphisme induit par v sur Fy(u) admet au moins une
valeur propre. Un vecteur propre associé a celle-ci est vecteur propre commun & u
et v.

Exercice 86 : [énoncé]
On retraduit le probléeme en termes d’endomorphismes.
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie vérifiant

rg(u) = 1.
Le noyau de u est un hyperplan et si I'on fixe x ¢ ker u, on obtient

Vect(z) @ keru = FE
Puisque u(x) € E, on peut écrire u(z) = Az + y avec y € keru de sorte que
u?(z) = Mu(x)

Les applications linéaires u? et Au sont alors égales sur Vect(x) mais aussi bien
stir sur ker u, ces applications linéaires sont donc égales sur FE.
De plus, pour y € Im(u)\ {0}, on peut écrire y = u(a) et alors

u(y) = u*(a) = Au(a) = Ay

Ainsi A est bien valeur propre de u.

Exercice 87 : [énoncé]
Soient A € Sp(A) et X # 0 tels que AX = X,
Posons i € {1,...,n} tel que |z;| = max |zk]. On a x; # 0 et

|zi| < [JA] fa]

n n
Aai| = |3 anai| < lai
=1 j=1

doit |A] < [IAll

Exercice 88 : [énoncé]
a) Le vecteur X = f(1...1) est évidemment vecteur propre associé a la valeur
propre 1.

b) Soient A € Sp(A) et X = (z1 ..

vérifiant

. Zp) un vecteur propre associé. Soit ig I'indice

|zi,| = Jax. ||

On a |z;,| # 0 et la relation AX = XX donne Az;, = Y a;, ;x; donc

Jj=1
n n n
M iol = D aigai | < laig il 5] 7 aig g iy | =l |
j=1 j=1 j=1
puis || < 1.
¢) Si de plus |A| = 1 alors il y a égalité dans 'inégalité précédente.
L’égalité dans la deuxiéme inégalité entraine |x;| = |x;,| pour tout j € {1,...,n}

car les coefficients de la matrice A sont tous non nuls.
L’égalité dans la premiere inégalité entraine que les complexes engagés sont
positivement liés et donc qu’il existe 6 € R tel que pour tout j € {1,...,n},

zj = |zj| e’

On en déduit 1 = ... =z, puis A = 1.

Exercice 89 : [énoncé]

a) Le vecteur X =*(1...1) est évidemment vecteur propre associé & la valeur
propre 1.

b) Soient A € Sp(A) et X = (21 ...x,) un vecteur propre associé. Soit iy I'indice
vérifiant

|zio| = max [z
1<ign

On a |z;,| # 0 et la relation AX = AX donne Az;, = > a;,;x; donc

j=1
n n n

Mol = D aiggai| < laig il 2] <7 aigj i, | = |2, |
i=1 =1 =

puis [\ < 1.
c) Si de plus |A| =1 alors il y a égalité dans 'inégalité précédente.
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L’égalité dans la deuxiéme inégalité entraine |x;| = |z;,| pour tout j tel que
Qig,j # 0.

L’égalité dans la premiere inégalité entraine que les complexes engagés sont
positivement liés et donc qu’il existe 6 € R tel que pour tout j € {1,...,n},

16
ig,jTj = Qig 5 |74 €'

Ces deux propriétés donnent pour tout j € {1,...,n}, a;, ;x; = ai, ; |7i,| e que
ai,,; 7 0 ou non.
n
En injectant ceci dans la relation A\z;, = 3 a;, j;, on obtient Az;, = |z;,| e®.
Jj=1
Pour j € {1,...,n} tel que a;,,; # 0, z; = Az;,.
Posons i1 = j et reprenons la méme démarche, ce qui est possible puisque

i, | = max |
On définit ainsi une suite (4,) € {1,... ,n} vérifiant AT =T,

Cette suite étant non injective, il existe p € N et ¢ € N* tel que 4, = ¢p4q ce qui
donne \? = 1.

Exercice 90 : [énoncé]

a)
1 (0) 1 1

L= Do et U = U =t
1 - 1 (0) 1

B)U=IT+N+-+N"1 (I-N)U=1IdoncU~!=1-N,
L l'=tU1)=T—tNdonc Al =U-'L-'=]—N—'N+ N'N.

¢)
2 1 (0)
Al = 1
2 1
(0) 11

Posons X, le polynoéme caractéristique de A=! € M, (R).
On a Xn+2(A) = (2 = A)Xnt1(A) — Xn(A) avec xo(A) =1 et x1(A) =1—A.
En écrivant A = 2+ 2cos 6 avec 0 € [0, 7] et en posant f,(0) = xn(2+2cosf) on a
la relation :
Frt2(0) +2cos0fn11(0) + fr(6) =0, fo(0) =1et f1(0) =2cosh — 1.
La résolution de cette récurrence linéaire d’ordre 2 donne
£0(0) = cos (n —&—9%) 0

COS 3

Ainsi, x,, admet n racines dans [0, 4] et puisque ce polynéme est de degré n il n’y
en a pas ailleurs : SpA~! C [0,4].

Exercice 91 : [énoncé]

lére méthode :

Notons x,(A) le polynéme caractéristique de cette matrice de taille n.
Par développement du déterminant selon la derniere colonne on obtient

Xn(A) = (A= Dxn-1(A) = (A = 1)n72
En étudiant les premiers termes de cette suite, on conjecture
Xa()=A=1)" = (n -1 -1)""?

ce que l'on vérifie aisément par récurrence.
Les valeurs propres de la matrice sont donc 1 (pour n > 3) et les deux racines

A=1++/n—-1.

2eme méthode :

Notons A la matrice étudiée. L’équation AX = AX donne le systéme
1+t xn, = Axy

1+ Ty = )\.IQ

T1+ Ty = ATy

qui équivaut a

331+"'+$7L:>\JC1
xr1 = ()\ — 1).%‘2

1 =A—-1)z,

Pour A = 1, on peut obtenir une solution non nulle avec les conditions
ry=0etx9+---+2,=0

Pour A # 1, le systeme devient

(n—1)a1 =A—1)72
T = CUl/()\— ].)

Tp =x1/(A—1)
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Pour z; = 0, la solution du systéme est nulle.
Pour z; # 0, on peut former une solution non nulle a condition que
(A —1)2 =n — 1 ce qui fournit les valeurs déja remarquées au dessus.

Exercice 92 : [énoncé]

Notons M la matrice étudiée et supposons n > 3, les cas n = 1 et 2 étant
immédiats.

Puisque rgM = 2, 0 est valeur propre de M, (R) et dim Eo(M) =n — 2.
Soit A une valeur propre non nulle de M, (R) et X =*(z;---2,) un vecteur
propre associé.

L’équation M X = AX fournit le systeme

Ty = AT

Tn = ATp_1
T+t a, :)‘zn
On en déduit
AMA=1Dzp =Az1+ -+ Azp_1 = (n— Day,

avec x, # 0 car z,, = 0 et A # 0 entrainent X = 0.
Par suite \ est racine de 1’équation A2 — X\ — (n — 1) = 0 et donc

1++4n—3

A= 5

Inversement, on justifie que ses valeurs sont valeurs propres, soit en remontant le
raisonnement, soit en exploitant la diagonalisabilité de la matrice symétrique

réelle M pour affirmer I'existence de n valeurs propres comptées avec multiplicité.

Exercice 93 : [énoncé]
Notons A1,..., A, les valeurs propres de A comptées avec multiplicité.
Si la matrice A est inversible alors

f(comA) = det(A)A™?

Les valeurs propres de A~! sont alors

Les valeurs propres de comA, qui sont aussi celles de *(comA), sont alors les

det A det A
SVERERRERW

Si rgA < n — 2 alors tous les mineurs de A sont nuls et donc comA = O,, et I'on
peut immédiatement conclure.
SirgA =n — 1 alors la comatrice de A est de rang inférieur a 1. En effet on a

“(comA)A = O,

donc
ImA C ker(‘comA)

puis
dim ker(comA) = dim ker(‘comA) > n — 1

et par la formule du rang
rg(comA) < 1

Sachant que la comatrice de A est de rang 0 ou 1, 0 est valeur propre de comA de
multiplicité au moins égale & n — 1. Puisque la trace de comA € M,,(C) est égale
a la somme de ses valeurs propres comptées avec multiplicité, la derniere valeur
propre de comA n’est autre

tr(comA)

Pour calculer cette derniere, considérons A; = A + tI,, avec ¢t > 0. Puisque A n’est
pas inversible, 0 est valeur propre de A et on peut indexer les valeurs propres

A, ..., Ay, de A de sorte que A\, = 0.

Pour t assez petit, la matrice A; est inversible de valeurs propres

M4t At + 8¢

Les valeurs propres de la comatrice de A; sont alors

det At det At det At
A+t N+t

avec
det At = ()\1 + t) . ()\n—l + t)t

On en déduit
tr(comd;) = (A2 +1)...
et enfin

tr(comA) = lim tr(comA;) = A1... A1

t—0+
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Si rgA =n — 1 alors 0 est valeur propre de multiplicité n — 1 de comA et 'autre
valeur propre de comA est le produit des valeurs propres non nulles de A.

SirgA < n — 2 alors 0 est valeur propre au moins double de A et donc

tr(comA) = 0. Dans ce cas, 0 est valeur propre de multiplicité n de comA. En fait,
on peut montrer que la comatrice de A est nulle puisque tous les mineurs de A
sont nuls quand rgA < n — 2.

Exercice 94 : [énoncé]
a) Par le calcul

| 0) 0
A% = U e mum)
1 :
0 (0) !

Puisque A et A2 ne possédent que deux colonnes non nulles et que celles-ci sont
visiblement indépendantes, on a rgA = rgA? = 2.

b) On a rgf = rgf? donc dimker f = dim ker f2. Or ker f C ker 2 donc

ker f = ker f2.

Pour z € ker f NImf, on peut écrire z = f(a) et on a f(x) = 0 donc

a € ker f2 = ker f puis = 0.

On en déduit ker f NImf = {Og} et un argument de dimension permet d’affirmer
ker f @ Imf = R™.

¢) Une base adaptée a la décomposition ker f @ Imf = R™ permet de justifier que
la matrice A est semblable &

0 (0)
avec B € M3 (R)
(0) B
Puisqu’on a alors rgA = rgB = 2, on peut affirmer que la matrice B est inversible.

d) trB=trA=0et trB? = trA4% = 2.
Soient A et p les deux valeurs propres complexes de la matrice B. On a

A4+pu=0
N4 p?=2

{>" /1’} = {17 _1}

On en déduit

Ainsi
SpB = {1,—1} et SpA ={1,0,-1}

e) Par calcul de rang
dim Ep(A) = dimker A =n —2
On a aussi

donc la matrice A est diagonalisable car la somme des dimensions de ses
sous-espaces propres est égale a n.

Exercice 95 : [énoncé]
Introduisons la colonne X,, =* ( Up  Upil
Xnt1 = AX,, avec

Untp—1 ) On vérifie

0 1 (0)
A =

(0) 0 1

ag ai e ap—l

Pour déterminer la limite de (u,), on va chercher une constance le long de la
dynamique. Il parait naturel de la considérer linéaire et fonction p termes
consécutifs de la suite. Nous cherchons donc une ligne L € M,, 1(C) telle que
LX,+1 = LX,. Il suffit pour cela de déterminer L vérifiant L = LA et donc de
trouver ‘L vecteur propre de A associé & la valeur propre 1. Apres calcul, on
obtient

L= ( ag ag+ay

sachant P(1) =1— (ap+---+ap—1) =0.
En posant ¢ la limite de la suite (uy,)nen, la relation LX,, = LX, donne 4 la limite

p—1 p—1 k
(Z (p— k)ak> (= ay Z u;j

k=0

a0+.'.+a/p71 )

Puisque 1 est racine simple de P,

p—1 p—1
P'(1) :p—Zk‘ak = z:(p—k)a;€ #0
k=0 k=0

et donc
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Exercice 96 : [énoncé]

Les coefficients de ‘com(A).A s’interprétent comme des développements de
déterminants selon une colonne. . .

Si A admet n valeurs propres distinctes, det A est le produit de ces valeurs
propres.

Si X # 0 vérifie AX = AX alors Mcom(A)X = (det A)X.

Ainji quand X\ # 0, X est vecteur propre de ‘com(A) associé a la valeur propre
det

SiAA n’est pas inversible alors det A = Odonc ‘com(A)A = 0 puis

ImA C kercomA.

Ainsi dim ker f‘com(A) > n — 1. De plus comA # 0 car rgA =n — 1 (car les valeurs
propres de A sont simples, en particulier 0). Par suite dim ker ‘com(A4) =n — 1
Sous réserve que n > 2, 0 est valeur propre de ‘comA et puisque

dimker ‘com(A) = n — 1, il ne reste de place que pour une seule autre valeur
propre.

Soit X € ker A\ {0},. On a ‘com(A + ¢1,,)(A + t1,) X = det(A + t1,)X

Pour ¢t # 0, on a ‘com(A +tI,)X = MX.

Quand t — 0%, par continuité ‘com(A4 + ¢I,) X — tcom(A)X.

w — p avec p le produit

En calculant le déterminant par diagonalisation,
des valeurs propres non nulles de A.
Par unicité de la limite, on obtient tcom(A4)X = uX.

Au final, ‘comA admet 2 valeurs propres : 0 et p.

Exercice 97 : [énoncé]
a) Uy = Xn(2cosa) est un déterminant tridiagonal.
On développe selon la premiére colonne en un déterminant triangulaire et en un
second déterminant qu’on développe selon la premieére ligne.
On obtient
Up = 2¢08(Q)Up—1 — Up—2

La suite (u,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique

r? —2cos(a)r +1=0
de racines e,
Les conditions initiales donnent alors
_sin(n + 1)«

n — -
s«

b) Les A, = 2cos (nk—fl) avec k € {1,...,n} sont racines distinctes de P,(x).

A, € M,,(C) posséde n valeurs propres distinctes donc A est diagonalisable et ses
sous-espaces propres sont de dimension 1.

¢) Posons
A =2cos(kr/(n+1))

Soit X € M, 1(C) vérifiant AX = AX. On a
Vj e {1,...,n},xj_1 —)\xj—I—ij =0

La suite (xj)0<j<n+1 est alors une suite récurrente linéaire double d’équation
caractéristique

r2—2cos<k7r>r+l—0
n—+1

On en déduit
Y km . +usi km .
xj = Acos 7n+1j [ sin 7n+1j

Les conditions xg = 2,41 = 0 donnent A\ = 0 et finalement

. km .
T; = Wsin
= M n—i—lj

Exercice 98 : [énoncé]

Si A est valeur propre de A alors il existe une colonne non nulle telle que

AX = AX. Pour M matrice dont toutes les colonnes sont égales & X on a

u(M) = AM. Ainsi X est valeur propre de w. Inversement si A est valeur propre de
u, une colonne non nulle d’'un vecteur propre associé a A définit un vecteur propre
associée a la valeur propre A pour A. Ainsi A est aussi valeur propre de A.
Finalement Sp(A) = Sp(u).

Une matrice M appartient au sous-espace propre associé a la valeur propre A de u
si, et seulement si, chaque colonne de M appartient au sous-espace propre associé
a la valeur propre A de A.

Exercice 99 : [énoncé]

a) Si A est valeur propre de A de colonne propre X # 0 alors pour M € M, (C)
dont toutes les colonnes sont égales & X, on a AM = AM avec M # 0. Ainsi ) est
aussi valeur propre de ® 4.

Inversement, si A est valeur propre de ® 4 d’élément propre M # 0 alors pour X
colonne non nul de M, on a AX = AX donc A valeur propre de A.

b) On remarque M A = (! A*M). Un raisonnement semblable au précédent
permet d’établir que les valeurs propres de ¥ 4 sont les valeurs propres de A i.e.
celles de A.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 10 aofit 2015

Corrections 61

Exercice 100 : [énoncé]

a)
a b a 2b 0 —b
AMMA(zc Zd)(c 2d)<c 0>

b) 0 est valeur propre avec Ey = Vect(E1 1, Ez2), 1 est valeur propre avec
Ey = Vect(Es,1) et —1 est valeur propre avec E_; = Vect(E1 2).

Exercice 101 : [énoncé]

Si A est diagonalisable alors il existe une matrice P inversible telle que
P~1AP = D diagonale. En transposant, tP*A*(P~!) = D c’est-a-dire
Q'AQ~! = D avec Q = P inversible d’inverse Q1 = {(P~1).

Exercice 102 : [énoncé]
Il existe des matrices P € GL, (K) et D € D,,(K) telles que

AB = PDP™!

On a alors
A(BA)A™' = pPDP!

e BA= (A"'P)D(P7'A) = (A'P)D(A'P)!

Exercice 103 : [énoncé]

a) xa(X) = (X — cosa)? + sin? a de racines e’ et e =i,

Sia#0 [n]alors A possede deux valeurs propres distinctes donc A est
diagonalisable.

Sia=0 [n]alors A est diagonale.

b) Si « #0 [r] alors A ne posséde pas de valeurs propres (réelles) donc n’est pas
diagonalisable.

Sia=0 [n]alors A est diagonale.

c) xB(X) = (X — cosa)(X + cosa) — sin? a de racines +1 donc B est
diagonalisable.

Exercice 104 : [énoncé]
On obtient
xu = X(X? 4+ (ab+ be + ca))

Posons § = ab + bc + ca.

Si § < 0 alors M est diagonalisable car yj; admet trois racines distinctes et donc
M admet trois valeurs propres distinctes.

Si 6 = 0 alors M est diagonalisable si, et seulement si M est semblable & la
matrice nulle ce qui n’est le cas que sia =b=c¢=0.

Si § > 0 alors M n’est pas diagonalisable car y s n’est pas scindé sur R [X].

Exercice 105 : [énoncé]

a) A ne posséde que deux colonnes différentes donc rgA < 2.
a b 2 32
b a0 b* #0

donc rg(A) = 2. Par le théoréme du rang dimker A = 2n — 2 donc 0 est valeur
propre de A et la dimension du sous-espace propre associé est 2n — 2.

b) Les vecteurs * ( 1 1 ) et t ( 1 -1 ... 1 -1 ) sont vecteurs propres
associées aux valeurs propres non nulles n(a + b) et n(a — b). La somme des
dimensions des sous-espaces propres vaut 2n donc A est diagonalisable.

Exercice 106 : [énoncé]
La matrice A est la matrice dans la base canonique (1, X,..., X™) de
I’endomorphisme

u:P€C,[X]—=nXP+(1-X%H)P

Considérons alors la base de polynémes étagés (1, (X +1),...,(X +1)"). On a
u (X +1)F) =nX (X +1D)* + k(1 - X)(X +1)F
qui se réécrit
u (X +DF) = (n—k)(X + )" + (2k —n)(X + 1)F

La matrice de I’endomorphisme u dans la base (1,(X +1),...,(X +1)") est
triangulaire inférieure de coeflicients diagonaux distincts

2k —n avec k € {0,...,n}

On en déduit x4 et on observer que A possede n + 1 valeurs propres distinctes. La
matrice A est donc diagonalisable.
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Exercice 107 : [énoncé]
a) En développant selon la premiére colonne

A =1 0 A -1 0

. T c. — _a0+)\ . . t.

0o .- A —1 0 - A —1
—ag —Qp_2 A= Gp_1 —a1 —Qp—2 A= Gp_1

(n] [n—1]

puis en reprenant le processus on parvient a
A" — (an,l)\"_l + -4 al)\ + ao)

On peut aussi retrouver ce résultat via 'opération élémentaire :
Ci+CL+ X0+ --- +)\"_1Cn.
On en déduit

xum(X) = P(X)

b) Si A est racine du polynéme P alors A est valeur propre de M. Apres

résolution, le sous-espace propre associé est engendré par la colonne
1A AP

¢) Puisque les sous-espaces propres sont de dimension 1, la matrice M est

diagonalisable si, et seulement si, elle possede exactement n valeur propres ce qui
revient a dire que le polynéme P est scindé a racines simple.

Exercice 108 : [énoncé]

1. La matrice A est symétrique réelle donc orthogonalement diagonalisable.
2.a) rgA = 2.

2.b) Le polyndme caractéristique de A est scindé et unitaire.

Puisque dimker A = 2, 0 est valeur propre au moins double de A et donc

XA :Xz(X—’U,l)(X_UQ)

avec uy,us € C.
La matrice A est trigonalisable semblable & une matrice triangulaire ou figurent
sur la diagonale les valeurs 0,0, u; et us. Par similitude, on a

trA = ug + ug et trA? = u? + u3

et donc
up tug =ketul+ui=k"+6

Enfin u; # 0 car sinon up = k et u3 = k? # k? + 6. De méme uy # 0.
2.c) Siuy = ug alors u; = up = k/2 et k?/2 = k? + 6 donc k = +i2V/3.
La résolution du systéme

AX:ﬁX
2

conduit a un espace de solution de dimension 1
Vect! (1,k/2,1,1)

2.d) Finalement, la matrice A est diagonalisable dans My (C) si, et seulement si,

k # +i2/3.

Exercice 109 : [énoncé]
En ajoutant la troisiéme colonne a la premiére puis en retranchant la premiere
ligne a la troisieme

-A—2 S5+ x
xa(\) = (~1)3 0 —2—z— A —x
0 - 3—xz— A

ce qui donne
xa(A) = (A+2) (A + (22 — )X — 2 — 6)

Le facteur a pour discriminant
A=Q2z -1 +4r+24 =42 +25>0

et posséde donc deux racines réelles distinctes. Si celles-ci different de —2, alors la
matrice A possede trois valeurs propres distinctes et est donc diagonalisable.

Il est donc nécessaire que —2 soit racine de A% + (2 — 1)\ — x — 6 pour que la
matrice A ne soit pas diagonalisable. C’est le cas si, et seulement si, z = 0 et alors

-2 5 1
A= 0 -2 0
-5 5 3

On a alors
rg(A+2I3) =2

et donc dim F_5(A4) =1 < m_s(A) ce qui entraine que la matrice A n’est pas
diagonalisable.
Finalement A n’est pas diagonalisable si, et seulement si, z = 0.
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Exercice 110 : [énoncé]
a) On obtient
AtA= (> + 02+ +dH),

et donc (det A)? = (a® +b* + 2 + d2)4.
D’autre part, pour b, ¢, d fixés, a — det A est une fonction polynomiale unitaire de
degré 4 donc

det A = a* 4+ a(b, c,d)a® + B(b, c,d)a* + (b, c,d)a + (b, ¢, d)
La valeur connue de (det A)? permet alors de déterminer «, 3,7, d et d’affirmer
det(A) = (a* + b* + & +d*)?

Sia? 4+ b% + c? + d? # 0 alors rg(A) = 4.
Si a? 4+ b% + ¢? + d? = 0 alors rg(A) < 3. Or a? + b? # 0 donc la sous matrice

(5 2)

On observe de plus que

0]
est de rang 2 et donc rg(A4) > 2.

ac + bd bc — ad

G= gt z®
et d—b bd +
ad — oc ac
Cy = C
4 a? + b2 1+a2+b2 2

donc rg(A4) = 2.

b) Par la formule obtenue ci-dessus, x4 = ((a — X)? 4+ b% + ¢ + d?) et donc
xa=((a—X)+a)?2

Les valeurs propres de A sont a + « et a — a.

Par ’étude qui précede rg(A — (a + a)Id) = 2 et rg(A — (@ — a)Id) = 2 donc

dimFE,14(A) =dimE,_,(A) =2

et par suite A est diagonalisable.

Exercice 111 : [énoncé]

a)rg(A)=0sia; =...=ap_1 =0 et rg(A) = 2 sinon.

b) La somme des valeurs propres est nulle.

¢) En développant le déterminant selon la derniére colonne puis en développant
les mineurs obtenus selon leur k-ieme colonne, on obtient

Xa=X"(X?—(al+- +al_y))

Sia?+---+a2_; # 0 alors A admet deux valeurs propres opposées non nulles et 0
pour valeur propre d’espace propre de dimension n — 2 donc A est diagonalisable.
Sia?+---+a2_; =0 alors 0 est la seule valeur propre de A et A est
diagonalisable si, et seulement si, A =01ie. a1 =...=a,_1 =0.

Exercice 112 : [énoncé]

a) On écrit X = ( X ) et alors
Xo

BX = AX & X5 = A XjetAX] = M\ X5 & Xo = A X etAX; = M2 X,

Par conséquent A est valeur propre de B si, et seulement si, A2 est valeur propre
de A.

b) Si A = O, alors A est diagonalisable mais pas B.

En effet, 0 est la seule valeur propre de B alors que B # O,,.

Exercice 113 : [énoncé]

Soient F7 et Fy des sous-espaces vectoriels supplémentaires de dimension p et ¢
d’un K-espace vectoriel E. Soit B = (B;, By) une base adaptée a la
supplémentarité de Fi et Fy et f1, fo et f les endomorphismes de Fy, Fs et E
déterminés par Mat(f1,B1) = Ay, Mat(fs, By) = As et Mat(f, B) = A. 1l est clair
que pour tout A € K, on a Ex(f) = Ex(f1) ® Ex(f2). En caractérisant la
diagonalisabilité par la somme des dimensions des sous-espaces propres, on
conclut a I’équivalence voulue.

Exercice 114 : [énoncé]
Via un changement de bases réalisé de sorte que les premiers vecteurs soient dans
le noyau de A, on peut écrire

—1 _ On—l *
P AP—< 0 A\

avec \ = trA.
Si A # 0 alors A est valeur propre de A ce qui permet de diagonaliser A.
Si A est diagonalisable, sachant que A n’est pas nulle, A # 0.

Exercice 115 : [énoncé]
Posons M = X'Y. On a M? = X(*Y X)'Y. Or a = 'Y X est un scalaire donc
M? = aX'Y = oM.
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Si a # 0 alors M annule le polynéme scindé simple X (X — «) et donc M est
diagonalisable.

Si o = 0 alors M annule le polynéme X2 et donc 0 est la seule valeur propre
possible. Si M est diagonalisable alors M est semblable a la matrice nulle et donc
M = O,,. Ceci est exclu car on suppose les colonnes X et Y non nulles.

Au final M est diagonalisable si, et seulement si, o # 0.

Notons que @ = tr(!Y X) = tr(X'Y) = trM et que M est une matrice de rang 1.
On peut montrer qu’'une matrice de rang 1 est diagonalisable si, et seulement si,
sa trace est non nulle.

Exercice 116 : [énoncé]

Notons B = (eq,...,e,) la base canonique de K™ et f 'endomorphisme de K™
dont la matrice dans B est J.

Posons 1 = e1 + - -+ + e, de sorte que f(g1) = nes.

Puisque rgf = rgJ = 1, on peut introduire (g2, ...,&,) base du noyau de f.

11 est alors clair que B’ = (e1,...,¢&,) est une base de K" et que la matrice de f
dans celle-ci est diagonale.

On peut aussi observer J? = n.J et exploiter que X (X — n) est un polynoéme
annulateur scindé simple de J.

Exercice 117 : [énoncé]

n
En posant M = (a;a;)1<i j<n, on vérifie M? = AM avec A = > a3.
Si A # 0 alors M annule un polynéme scindé simple, elle est (]icorllc diagonalisable.
Si A =0 alors M? =0 et donc M est diagonalisable si, et seulement si, M = 0 ce
qui revient & (ay,...,a,) = 0.
Notons que la matrice M est symétrique mais pas nécessairement réelle : le
théoreme spectral ne s’applique pas.

Exercice 118 : [énoncé]

E; ; est diagonale donc diagonalisable.

Pour i # j, xg, ;(X) = (=1)"X™ donc seul 0 est valeur propre. Par suite si E; ;
est diagonalisable alors E; ; = 0 ce qui est incorrect. Conclusion Ej ;
diagonalisable si, et seulement si, i = j.

Exercice 119 : [énoncé]
On obtient N2 = sN avec s = aq + - - - + an.

Puisque s > 0, N annule un polynéme scindé simple et donc est diagonalisable.
—1/2 n’est pas valeur propre de N car n’est pas racine du polynéme annulateur
X? — sX donc M est inversible. En recherchant M ~! de la forme M + yI,,, on
obtient

Mt =1,—- (245N

Exercice 120 : [énoncé]
a) M(a,b) = PD(a,b)P~! avec D(a,b) = diag((a +b)?, (a —b)?,a® — b, a% — b?) et

1 1 1 0
1 -1 0 1
P= 1 -1 0 -1
1 1 -1 0

b) M(a,b)™ — 0 si, et seulement si, [a +b| <1, |[a —b| < 1 et |a® — b*| < 1.

Or a? — b? = (a + b)(a — b) donc la derni¢re condition I'est automatiquement si les
deux premieres le sont.

L’étude graphique est alors simple.

Exercice 121 : [énoncé]
A= PDP~! avec D =diag(a+ (n — 1)b,a —b,...,a —b) et

B =QAQ ! avec

Si n est impair : A = diag(a + (n — 1)b,b—a,...,b—a,a—b,...,a —b) et
1 1 (0) 1 (0)
(0) 1 (0) 1
Q= 0 0 -2 —2
(0) -1 (0) 1
1 -1 (0) 1 (0)
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Sin pair : A =diag(a+ (n—1)b,b—a,...,b—a,a—0b,...,a—1b) et

11 0) 1 (0)

) R
1
o_| P © 1o -
(0) -1 (0) -1
1
: . -1 (0)

1 -1 0) 1

Exercice 122 : [énoncé]
Etudions la premiére matrice que nous noterons A.
Celle-ci est de rang 2 et on peut facilement déterminer une base de son noyau.
En posant le systeme AX = AX avec A\ # 0, on obtient une solution non nulle
sous réserve que

M-A—(n-1)=0
En notant A\; et A2 les deux racines de cette équation, on obtient A = PDP~!
avec

1 0 1 1

P= (0) 1 : : et D = diag(0,...,0, A1, A2)

-1 -+ -1 1 1
0 0 0 A X

En reprenant la méme démarche avec la seconde matrice que nous noterons B, on

obtient B = PDP~! avec

1 0 -+ 0 X A
0 1 0 2 2
P= : ' o et D = diag(0,...,0, A1, \2)
: (O) 1 . .
o -1 --- =1 2 2
-1 0 - 0 A A

ou A1, A2 sont les deux racines de

M —2X-2(n—-2)=0

Exercice 123 : [énoncé]

Cas a = b = 0 la résolution est immédiate.

Cas a =0 et b # 0, la matrice M, est triangulaire supérieure stricte non nulle, elle
n’est pas diagonalisable.

Cas a # 0 et b =0, idem.

Casa=15b
xar, (X) = (X = (n = Da)(X +a)" !
avec
En—1)a = Vect(1,...,1)
et

EF ,:z1+ - +x2,=0

La matrice M, est donc diagonalisable et il est aisé de former une base de
vecteurs propres.

Casa#betab+#0

Apres calculs (non triviaux)

20X +a)" —a(X +D)"

X, (X) = (1) b—a

Les racines de ce polyndéme sont les solutions de I’équation d’inconnue z € C

zZ4+a n_g
z+b b

Il y en a exactement n s’exprimant en fonction des racines n-ieme de I'unité.
On en déduit que M, est diagonalisable.

Soit A une valeur propre de M, et z = (x4, ...
L’équationM,x = Ax équivaut au systeme

,xy) € C™.

—Ar1 +bro+ - +bx, =0
ary — Arg+---+br, =0

ary+ -+ arp—1 — Ar, =0
En retranchant a chaque équation la précédente, on obtient le systéme équivalent

-y +bro+ -+ bx, =0
(a+Nx1+ b+ Nz =0

(a+Nzp1—(b+Nx, =0
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Puisque ce systéme est de rang n — 1 (car A est valeur propre simple) et puisque
les n — 1 dernieres équations sont visiblement indépendantes, ce systéme équivaut

encore a

(a+Nz1+ b+ Nz =0

(a+Nxp_1—(b+ Nz, =0

La résolution de ce dernier est immédiate. On obtient pour vecteur propre
x=(z1,...,T,) avec
a+A\"
Tp=|———
P\
Exercice 124 : [énoncé]

A est diagonalisable avec SpA = {1,4}.

Pour P, un polynome vérifiant P,(1) = 1" et P,(4) = 4™, on a A™ = P(A).

qn — 1n

P,=1"+ (X -1

convient et donc

Exercice 125 : [énoncé]

a) a =trA =2cosf et 8 = —det A = — cos 26 conviennent.

b) Les racines de X2 — 2cos X + cos 260 sont cos + sin ) et cosf — sin 6.
Reéalisons la division euclidienne X™ par X2 — 2 cos X + cos 26.

X" = (X*—2cos0X + cos20) Q(X) + R(X)

avec deg R < 2,
R(cosf +sinf) = (cosf + sin )"

et
R(cosf —sinf) = (cosf —sin )"
On obtient
R= (cos9 + sin ) — (cos§ — sinf) (X —cosf —sinf) + (cosf +sin )"
2sind
et donc
A" = (cos + sin 9)2 si_ni?cos § — sin6) (A — (cos@ +sinf)Iy) + (cosf +sin6)" I,

Exercice 126 : [énoncé]
a) lére méthode :

\ . A—(n—-1) -1 -+ -1
A—(n—1) X -1

det(AI,—M) = = : N = (A=(n-1))
-1 A A(n—1) -1 A

puis det(A\,, — M) = (A — (n —1))(A+ 1)"~* et donc sp(M) = {—1,(n — 1)}.

Soit f l’application linéaire canoniquement associée a M.
flxe,yxy) = (21, zn) S x14+ . + 2, =0

Donc E_; est 'hyperplan d’équation z1 + ... + x, = 0.

Puisque E,,_1 est au moins une droite vectorielle, la matrice M est diagonalisable.

2éme méthode :
Par le calcul, on obverse que M? = (n — 1)1, + (n — 2)M.

Par suite, M annule le polynéme scindé simple (X + 1)(X — (n — 1)) et donc M

est diagonalisable.
b) Le polynéme minimal de M est (X 4+ 1)(X — (n — 1)) car en vertu de la
premiere méthode, la connaissance des valeurs propres de M détermine son

polynéme minimal sachant M diagonalisable et, pour la deuxiéme méthode, ce

polyndme est annulateur alors que les polynéomes X + 1 et X — (n — 1) ne le sont

pas.
Par division euclidienne X? = (X +1)(X —(n—1))Q+aX +
En évaluant la relation en —1 et en n — 1, on obtient

—a+f=(-1)"
an—-1)+8=mn-1)7"

Apres résolution
(n 1)~ (-1

e 1+ (n =11y
d’ou p p p p
P ) el GV YR U U Vi

Exercice 127 : [énoncé]
a) sp(4) = {1, 3, —4}.
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b) 1l existe une matrice P inversible tel que A = PDP~! avec D = diag(1, 3, —4).
Si M € M,,(C) est solution de I’équation M? = A alors (P~"*MP)? = D et donc
P~'MP commute avec la matrice D. Or celle-ci est diagonale & coefficient
diagonaux distincts donc P! M P est diagonale de coefficients diagonaux a, b, ¢
vérifiant a? = 1, b?> = 3 et ¢® = —4. La réciproque est immédiate. Il y a 8 solutions
possibles pour (a,b,c¢) et donc autant de solutions pour M. Les solutions réelles
sont a fortiori des solutions complexes or toutes les solutions complexes vérifient
trM = a+ b+ ¢ € C\R. Il n’existe donc pas de solutions réelles.

Exercice 128 : [énoncé]
a) det(A —AI) = (A —2)(A—6).

S + 3y =2z 1 .
Sr+y=0et est vecteur propre associé a la valeur
x+ 3y =2y -1
propre 2.
5z + 3y = 6z 3 .
& —x+3y=0et est vecteur propre associé a la valeur
x + 3y = 6y 1
propre 6.

Ona A= PDP~! avec

1 3 2 0
P=( 4 1)ar=(30)

b) Si M est solution alors P~'M P est solution de ’équation X2 + X = D donc
P~'MP et D commutent or D est diagonale & coefficients diagonaux distincts
donc P~'M P est diagonale

¢) Les coefficients diagonaux a, b vérifient a*> + a =2 et b*> + b =6 donc a = 1 ou
a=—2et b=2oub= —3. Au termes des calculs on obtient les solutions

1(7 3 -2 -3 1 3\ 1/-1 -3
a\1 5 ) U-1 0 )o\1 —1) 2 -1 -9

Exercice 129 : [énoncé]
a) En développant selon la derniére ligne

A -1 0 - 0
0 A -1 :

det(N\.I, — J) = 0 |=xr—1
0 ool
-1 0 0 A

J possede exactement n valeurs propres qui sont les racines n-ieme de I'unité
WO, +vy W1 AVEC W)y = €.

b) Soit P € GL,(C) la matrice de passage telle que J = PDP~! avec

D = diag(wo, ...,wn_l).

ag aq An—1
A— | an— =agl +arJ 4+ agJ* + -+ ap_J"!
ai
aq e Ap—1 ao
donc
n—1
PlAP = aol +a1D + asD® + - 4 a1 D" = diag((z akw§)0<i<"71
k=0
puis
n—1n—1
det A = det(P~'AP) = H Z apwy
i=0 k=0

Exercice 130 : [énoncé]
La colonne * ( 1 1 1 ) est vecteur propre associé a la valeur propre 6.
Les deux matrices ont le méme polynoéme caractéristique et celui-ci a pour racines

—3+iV/3 ot —3-i/3
2 2

6,

Ces deux matrices sont semblables a

-3 +1iv3 —3—i\/§>

di
iag <6, 2 ; 5

et donc a fortiori semblables entre elles dans M,,(C), mais aussi, et c’est assez

classique, dans M, (R).

Exercice 131 : [énoncé]
a) Pour tout élément A € G, on a A~! = A. On en déduit que pour tout A, B € G,

AB=(AB)"'=B'A"' =BA
b) Montrons le résultat par récurrence forte sur n > 1.
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Pour n = 1, la propriété est immédiate.

Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 > 1.

Soit G un sous-groupe de GL,, (R) vérifiant la propriété de I’énoncé.

S’il n’existe pas d’autre élément dans G que I,, et —1I,,, la propriété est acquise.
Sinon, il existe un élément A € G autre que I,, et —I,,. Puisque A%2 = I,,, on a

ker(A —1I,,) @ ker(A+1I,) =R"

Il existe donc une matrice inversible P vérifiant

Ir Or,n—r )

—1 o
P AP - < Onf'r‘,r _Inf'r‘

Soit M un autre élément de G. Puisque A et M commutent, les sous-espaces
propres de A sont stables par M et on peut donc écrire

M’ Or,n—r )

P'MP = ( Onvr M

Sachant M2 =1,, ona M'? =1, et M""? = I,,_, de sorte que les ensembles G’ et
G" formés des matrices M’ et M’ ainsi obtenues sont des sous-groupes de
respectivement (GL,(R), x) et (GL,,—,(R), x). Par hypothese de récurrence, il
existe P’ et P” inversibles telles que

VM' € G',P*M'P' € D.(K) et YM" € G",P""*M"P" € D,,_.(K)
et en posant alors

P, Ornfr
Q(O P//

VM € G,Q *MQ € D,(K)

> P € GL,(R)

on a

Récurrence établie.

¢) Les matrices appartenant & G sont semblables, via une méme matrice de
passage, a des matrices diagonales dont les coefficients diagonaux ne peuvent
quétre 1 et —1. Il n’existe que 2" matrices de ce type dans M, (R), on en déduit

CardG < 2™

d) Soit ¢ un isomorphisme de (GLy,(R), x) vers (GL,,(R), x).

Considérons 'ensemble G formé des matrices diagonales M de M, (R) vérifiant
M? = 1I,,. G est un sous-groupe de (GL,(R), x) de cardinal exactement 2".
Puisque pour tout M € G,

o(M)* = o(M?) = o(I,) = I,

I'ensemble ¢(G) est un sous-groupe de (GL,,(R), x) vérifiant
VM’ € p(G),M"? =1,
Par I’étude qui précede, on peut affirmer
Cardp(G) < 2™

et puisque
Cardp(G) = CardG = 2"

on en déduit n < m.
Un raisonnement symétrique donne m > n et permet de conclure.

Exercice 132 : [énoncé]
Il existe des matrices P € GL,(R) et D € D, (R) telles que

B=pPrDpP!
Si AB® = B3 A alors
APD*P~1 =pPD3P A
puis on obtient
MD? =DM

avec M = P~1AP.

Notons m; ; le coefficient général de M et Ay, ..
D.

La relation M D3 = D3M donne

., A\n les coefficients diagonaux de

V(’L,]) S {1, e 771}2 ,m1'7j)\3

¥ =m; ;A

%

et donc
V(i,j) € {1,...,n}2,mi,j =0ou A} :)\?—

Comme la fonction = — 3 est injective sur R, on obtient
V(l,]) c {17 .. 7n}2,mi}j = 0 ou AZ — )\J

et donc
MD =DM

puis
AB = BA
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Exercice 133 : [énoncé]
On peut écrire
A=PDP et B=QAQ!

avec P,Q € GL,(K) et D, A € M,,(K) diagonales.
Si APMQ? = O,, alors

DPNAY = 0,
avec N = P7IMQ = (n; ;).

En notant A1,..., A\, et u1, ..., uy, les coefficients diagonaux de D et A, on obtient

V(i,7) € {1,... ’n}2’)‘gni,jﬂg -0

et donc
V(i,5) € {1,...,n}> A jp; =0

puis
DNA =0,

ce qui permet de conclure.

Exercice 134 : [énoncé]
©(I3) = 1 donc si P est inversible alors p(P~!) = ¢(P)~!. Par suite, si A et B
sont semblables alors p(A) = ¢(B).

. w0 10 1 0\ _ .
Puisque ( 01 ) et ( 0 u ) sont semblables, Lp( 0 u )~ L puis

© ( 6\ 2 ) = Ap. Ainsi pour A diagonale, p(A) = det A et plus généralement

cela vaut encore pour A diagonalisable. Si A est une matrice de M3 (C), non
@

diagonalisable, celle-ci est semblable & une matrice de la forme ( L

Si A =0 alors A% =0 et donc p(A) = 0 = det A.

. . A« 1 0 (A « A«
Sl)\;«éOalorspulsque<O /\><O 2)—<0 2)\>etque<0 2)\>est
diagonalisable, on obtient 2¢p(A) = 2A? = 2det A et on peut conclure.

Exercice 135 : [énoncé]
Introduisons la colonne X,, =* ( Uy Uy Wp ) et la matrice

de sorte qu’on ait X,, 11 = AX,, et donc X,, = A" Xj.
Apres réduction, on a A = PDP~! avec

1 0 0 1 1 1
D=0 -2 0 ,P=11 -1 0
0 0 =2 1 0 -1

On a alors A" = PD"P~! puis
X, = PD"P~'X,
La suite (X,,) converge si, et seulement si, la suite (P~1X,,) converge. Or
P'X, =D"P'X,

converge si, et seulement si, les deux derniéres coefficients de la colonne P~ X
sont nuls ce qui donne X de la forme

A
Xo=Plo| =]\
A

Finalement, les suites (un)n>0, (Un)n>0 €t (wn)n>0 convergent si, et seulement si,
ug = vg = wop (et ces suites sont alors en fait constantes. .. )

Exercice 136 : [énoncé]
Posons T = M?. 1l est clair que T et M commutent et I’étude de cette
commutation peut, par le calcul, permettre de conclure que M est triangulaire
supérieure. On peut aussi proposer une démonstration plus abstraite que voici :
Les coefficients diagonaux Aq,..., A, de T déterminent ses valeurs propres et la
matrice T est donc diagonalisable. On peut donc écrire T = PDP~! avec P
inversible et

D = diag(A1, ..., )

Puisque M est T commutent, les matrices N = P~'M P et D commutent. Or les
matrices commutant avec une matrice diagonale & coefficients diagonaux distincts
sont elles-mémes diagonales. La matrice N est donc diagonale

N = diag(p1, - .-, fin)
En considérant un polynoéme d’interpolation @ € R [X] vérifiant
V1<k<n QM) =

on obtient N = Q(D) puis M = Q(T). En particulier, la matrice M est
triangulaire supérieure.
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Exercice 137 : [énoncé]
a) On vérifie

I, p\ ' (I, -D
OTL I'TL B On ITL
b) On observe

I, D\'( A C I, DY _( A E
O, I, O, B O, I, )~ \ 0. B
avec E = AD+C — DB.

Pour conclure, montrons qu’il existe D € M,,(C) vérifiant DB — AD = C.
Considérons pour cela 'endomorphisme ¢ de M,,(C) défini par

o(M)=MB — AM

Pour M € kery, ona MB = AM.
Pour tout X vecteur propre de B associé a une valeur propre A, on a

AMX = MBX = \MX

Puisque A est valeur propre de B, A n’est pas valeur propre de A et donc

MX =0O,.

Puisqu’il existe une base de vecteurs propres de B et puisque chacun annule M,
ona M = 0O,

Ainsi 'endomorphisme ¢ est injectif, or M,,(C) est de dimension finie donc ¢ est
bijectif. Ainsi il existe une matrice D telle p(D) = C et, par celle-ci, on obtient la
similitude demandée.

Exercice 138 : [énoncé]
Supposons que I'équation étudiée admet une solution 6.
En passant aux parties réelle et imaginaire on obtient

cosf + coskf =1
sinf + sinkf =0

La deuxieme équation donne
0=—-k0 [2n] oub=m—kO [27]

Sif=m—ko
Sif=—kb

[27] alors cosf + cos kf = 0 et le systéme initial n’est pas vérifié.
[27] alors

cosf 4+ coskf =1 < cosf =1/2

ce qui donne §# =7/3 [27] ou = —7/3 [27].

Cas 0 =n/3 [27]

On obtient
0 =m/3+2pm
(k+1)0 =2qm
avec p,q € 7.
On a alors

(6p+1)(k+1) =60

Puisque 6¢ A (6p + 1) = 1, le théoréeme de Gauss donne 6 | (k + 1).
Inversement, si 6 | (k4 1) alors on peut écrire k + 1 = 6¢ et pour = /3

eiﬂ/?) _|_e7l(6€—1)7r/3 — ei‘n’/S + e—iﬂ'/S =1
donc I’équation étudiée admet au moins une solution.
Cas 0 = —7/3 [27]

Une étude semblable conduit & la méme condition.
Finalement, I’équation étudiée possede une solution réelle si, et seulement si,

6| (k+1)
b) Supposons que 6 divise k + 1. Pour § = 7/3 on a
oif | oikt _ 1
donc en multipliant par e~ ¢
e k0 _ | 4 omilk=1)0

—in6

La suite v de terme général v,, = e vérifie alors

Vn €N, Un+k = Un + Untk—1

et donc la suite u = Rev est un élément non nul de S;. Puisque

nmw
Uy = COS —
3

la suite u est périodique et non nulle.

Inversement, montrons qu’il est nécessaire que 6 divise k + 1 pour qu’il existe une
suite périodique non nulle dans S;. On vérifie aisément que Si est un R-espace
vectoriel de dimension k& dont une base est formée par les suites eg, e1,...,ex_1
déterminées par

VO<n<k—1ej(n)=0,; et VneNej(n+k)=¢e;(n)+ej(n+k—1)
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Considérons I'endomorphisme 7T : (u,,) — (uy41) opérant sur RY.

On vérifie aisément que T laisse stable Sy ce qui permet d’introduire
I’endomorphisme induit par T" sur Si que nous noterons encore T'. Affirmer
Pexistence d’une suite périodique non nulle dans Sy signifie que 1 est valeur
propre d’une puissance 77 de T'.

La matrice de T dans la base (e, ...,ex—1) est
0 -« -+ 0 0
1
0 . . 10
: T 01
0o --- 0 11

car T'(ex—1) = ex—1 + €g. Le polynoéme caractéristique de T est

1 -X
xr(X)=| o 0 0
1 -X 1
0 0 1 1-X

Par lopération Ly < Ly + X Lo+ X?Lg + -+ + XF*=1L,. on obtient
xr(X) = (-1)F (XF - XP1 1)
Les valeurs propres complexes de T' sont alors les racines du polynoéme
D QD Gk |

On vérifie que ce polyndéme et son polyndme dérivé n’ont pas de racines en
commun ; on en déduit que T admet exactement k valeurs propres complexes
distinctes. L’endomorphisme T est diagonalisable dans le cadre complexe, il en est
de méme de T'? dont les valeurs propres sont alors les puissances géme des valeurs
propres de T'. Ainsi 1 est valeur propre de T si, et seulement si, il existe A € C tel
que

AN 1 =0et N =1

Un tel nombre complexe peut s’écrire A = e~ et I’on parvient alors & 1'existence
d’une solution a I’équation

ei9 4 eik:0 =1

et donc & la condition 6 | (k+ 1).

Exercice 139 : [énoncé]
Puisque Im(u — Idg) NIm(u + Idg) = {Og}, on a

rg(u —Idg) + rg(u + Idg) < dim E
puis par la formule du rang
dimker(u — Idg) + dimker(u + Idg) > dim F

On en déduit que u est diagonalisable de valeurs propres possibles 1 et —1.

Exercice 140 : [énoncé]

a) clair, notamment il n’y a pas de probléme sur le degré de ¢(P).

b) o(X*) = X* — k(X +1)X*1 = (1 — k) X* — kX*~1. La matrice de ¢ dans la
base canonique de E est triangulaire supérieure. Les coefficients diagonaux sont
alors les racines du polyndéme caractéristique et ce sont donc les valeurs propres de
@ asavoir 1,0,—1,...,(1 —n). Ces n + 1 = dim F valeurs sont distinctes donc ¢
est diagonalisable.

Exercice 141 : [énoncé]

L’application f est clairement linéaire de R [X] vers lui-méme. De plus, si
deg P < n, il est aisé d’observé que deg f(P) < n. On peut donc conclure que f
est un endomorphisme de R,, [X]. Pour tout k € {0,...,n},

FXR) = k(k+ D)X — k(k — 1)X*2

ce qui permet de former la représentation matricielle souhaitée. On constate alors
que la matrice de f est triangulaire de coefficients diagonaux
0,....,k(k+1),...,n(n+ 1) distincts. Il est alors aisé de calculer le polyndme
caractéristique de f est de conclure que f est diagonalisable, de valeurs propres
0,....k(k+1),...,n(n+ 1) et de sous-espaces propres de dimension 1.

Exercice 142 : [énoncé]

a) Sideg P < n —1, il est clair que p(P) € E.

Si deg P = n apres simplification des termes en X" ! on obtient que p(P) € E.
La linéarité de ¢ est claire et donc on peut conclure que ¢ est un endomorphisme.
b) La matrice de ¢ dans la base canonique est tridiagonale et peu pratique.
Formons plutdt la matrice de ¢ dans la base des (X — a)*

(X — a)*) = k(X — )" (X — b) — nX (X - a)*
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donc
P((X —a)*) = (k = n)(X = a)**" + (k(a — b) — na)(X —a)*

et cette fois-ci la matrice de ¢ est triangulaire inférieure a coefficients
diagonaux distincts :

—nb,—(a+ (n—1)b),—(2a + (n —2)b),...,—((n — )a + b), —na

qui sont les valeurs propres de ¢. Puisque ¢ admet n 4 1 valeurs propres
distinctes et que dim F = n + 1, on peut conclure que ¢ est diagonalisable

Exercice 143 : [énoncé]

Si M appartient a 'hyperplan des matrices de trace nulle alors ¢(M) = M et
donc M € Eq(¢).

Ainsi I'espace propre E;(¢) est de dimension au moins égale a n? — 1.

De plus, ¢(I,,) = (n+ 1)1, donc lespace propre E,11(¢) est de dimension au
moins égale a 1.

Puisque la somme des dimensions des sous-espaces propres est au moins égale a
n? = dim M,,(R), I'endomorphisme ¢ est diagonalisable (et les inégalités
précédentes étaient des égalités).

Exercice 144 : [énoncé]
a) Soit P un polynéme. P(F)(u) = P(f)ow donc P(f) =0« P(F)=0.La
diagonalisabilité étant équivalente a l’existence d’un polyndme scindé a racines
simples, on peut conclure.
b) f et F ont le méme polynéme minimal donc les mémes valeurs propres.
¢) Tout uw € L(E, Ex(f)) C L(E) est élément de Ey(F) donc
dim E)(F) > dim E x dim E(f). Mais par diagonalisabilité dim L(F)) =

> dimE\(F)>dimE x Y dimE\(f) = dim E? = dim L(E) et donc on
AESP(F) AESP(f)
a les égalités dim F\(F) = dim E x dim E\(f) pour tout A € Sp(f).

Exercice 145 : [énoncé]
a) oui
b) Pour f € L(E).
Si Imf C Imp et kerp C ker f alors F(f) = f.
Un tel endomorphisme f est entierement déterminé par sa restriction de Imp vers
Imp.
On en déduit
dim Ey (F) > (dim Imp)?

Si Imf C kerp et Imp C ker f alors F(f) = 0.
Un tel endomorphisme f est entierement déterminé par sa restriction de ker p vers
ker p.
On en déduit
dim Eo(F) > (dim ker p)*

Si Imf C Imp et Imp C ker f alors F(f) = 3 f.
Un tel endomorphisme f est entierement déterminé par sa restriction de ker p vers
Imp.
Si Imf C kerp et ker p C ker f alors F(f) = %f
Un tel endomorphisme f est entierement déterminé par sa restriction de Imp vers
ker p.
De plus un endomorphisme appartenant a ces deux derniéres catégories est
nécessairement nul.
On en déduit

dim E j5(F) > 2dim ker p x dim Imp

Or

(dim Imp)?4-2 dim ker p dim Imp+(dim ker p)? = (dim Imp+dim ker p)? = dim E? = dim £(.

donc F est diagonalisable avec
¢) dim E1 (F) = (dim Imp)?, dim Ey(F) = (dim ker p)? et
dim E4 /o(F) = 2dim ker p x dim Imp.

Exercice 146 : [énoncé]
On écrit
B=ao(X —xzp)...(X —z,)

Si P € R, [X] est vecteur propre de ® associé & la valeur propre A alors
B | (A — X)P. Pour des raisons de degré, B et A — X\ ne peuvent étre premiers
entre eux, ces polynémes ont donc une racine commune. Ainsi il existe
i €{0,...,n} tel que A = A(z;). Inversement pour A = A(x;),
n

P= J] (X —=xj), ®(P)= AP avec P # 0. Ainsi Sp® = {A(z;)/i € [0,n]}.

=057
Précisons le sous-espace propre associé a la valeur propre A = A(x;).
Quitte a réindexer, on peut supposer que A = A(zg).
S’il existe d’autres x; tels que A = A(z;) on réindexe encore les 1, ..
que A = A(zg) = ... = A(xp) et A # A(zpt1), ..., A(xy,). Ainsi xo, ..
racines de A — A alors que Zp41, ..., %, ne le sont pas.
Pour P € R,, [X], on a ®(P) = AP si, et seulement si, B | (A — A\)P. Or
A—X=(X—10)...(X —x,)A avec 211, ..., 2, non racines de A. Puisque

., X, de sorte
., Tp sont
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(X —2ps1)... (X —x,) NA=1, B| (A~ \)P équivaut a
(X —zpy1)... (X —a,) | P.
Ainsi
EN(®) ={(X —zpt1) ... (X —2,)Q/Q € Ry [X]}

La somme des dimensions des sous-espaces propres étant égale a la dimension de
I’espace, ® est diagonalisable.

Exercice 147 : [énoncé]
L’application f est & valeurs dans R, [X] car le reste R d’une division euclidienne
par B vérifie

degR<degB <n

Soient A, ERet P,P, R, [X]

On a
APy = BQ: + f(P1) et AP, = BQ2 + f(P2)
donc
AMPL + XoPs) = B(AMQ1 + A2Q2) + A f(Pr1) + Ao f (P2)
avec

deg (M f(P1) + Ao f(P2)) < max {deg f(P1),deg f(F%2)} < deg B

Par unicité d’une division euclidienne, on peut affirmer
FOWP+ X Pa) = M f(Pr) + A2 f (P2)

Puisque les valeurs prises par f sont R,,_1 [X], Pendomorphisme f ne peut étre
surjectif, ce n’est donc pas un isomorphisme.
b) Soit A € R. Si f(P) = AP alors c’est qu’il existe un polynoéme @ tel que

AP = BQ + AP

Cas A = 0.

On a f(P) = 0 si, et seulement si, le polynéme B divise le polynéme AP. Or A et
B sont premiers entre eux, donc f(P) = 0 si, et seulement si, B divise P.

On en déduit que 0 est valeur propre de f et le sous-espace propre associé est

Eo(f) = BVect(1, X, ..., X"~deB)

c’est-a-dire Pespace des multiples de B inclus dans R,, [X].
Cas X\ # 0. On obtient
(A—X\)P = BQ

et donc B divise le polynéme (A — \)P. Or deg P < deg B donc au moins une des
racines de B n’est pas racine de P et est donc racine deA — \. Ainsi A = A(xy)
avec xy une des racines deB.

Inversement, soit xy une racine de B,A = A(xy) et

P=J[(X -2 #0
itk
On a deg P, < degB et B | (A — A(xy))Pi. On en déduit f(Py) = A(xg) Py et
donc A(zy) est valeur propre de f et Py en est un vecteur propre associé.
c¢) La famille de Pj, se comprend comme la famille d’interpolation de Lagrange en
les x, elle constitue donc une base de Ryes 5—1 [X]. Puisque ker f = Ey(f) est un
supplémentaire de cet espace, ’endomorphisme est diagonalisable.

Exercice 148 : [énoncé]

Posons ¢ 'endomorphisme de £(E) étudié. On observe que ¢* = ¢. Par
annulation d’un polyndéme scindé simple, on peut affirmer que ¢ est diagonalisable
de seules valeurs propres possibles 0,1 et —1.

En introduisant une base adaptée a la projection f, la matrice de cet

endomorphisme est ( IOT 8 )

En notant la matrice de u dans cette base, on obtient :

A B
C D
o(u) =0 B=0et C=0.
pu)=u<=A=0,C=0et D=0.
p(u)=—ue=A=0,B=0et D=0.

Exercice 149 : [énoncé]

Supposons f diagonalisable et soit B = (eq,. ..
de f.

Pour 1 <4,j < n, on pose g; ; 'endomorphisme de I déterminé par

,€r) une base de vecteurs propres

gij(er) = djrei
La famille (g; ;) est une base de £(E) et on observe
T(gi;) = (X = Xj)9i5

donc T est diagonalisable.

Supposons f nilpotente, c’est-a-dire qu’il existe n € N* pour lequel f™ = 0.
Puisque T?(g) est combinaison linéaire de termes de la forme f*¥ o go fP=F il est
assuré que 72" = 0 et donc que T est nilpotente.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 10 aofit 2015

Corrections 74

Exercice 150 : [énoncé]
a) On obtient

Mat. f =
(1) 2
b) D’une part
Flert 4 en) =t 1)(er 4 +en)

et d’autre part, pour x = x1e7 +--- + e, avec 1 + -+ 2, =0 0n a

flz) ==

On en déduit que 1 et n 4 1 sont valeurs propres de f et puisque la valeur propre
1 est associé a un hyperplan, il ne peut y avoir d’autres valeurs propres.
En résumé Spf = {1,n+ 1} et

Ei\(f) ={z/z1+---+ 2, =0} et E,;1(f) = Vect(e; +--- +ey)
¢) L’endomorphisme f est diagonalisable car
dim By (f) + dim E 1 (f) = n

d) Par les valeurs propres
detf=(n+1)#0

et 'endomorphisme f est inversible. ..

Exercice 151 : [énoncd]

a) Soit A une valeur propre de .

1l existe v € L(E)\ {0} tel que wov = Av.

Soit alors = € E tel que v(z) # 0 (ce qui est possible puisque v # 0)

Puisque u (v(x)) = Av(z), on peut affirmer que X est valeur propre de wu.
Inversement soit A une valeur propre de u et  # 0 un vecteur propre associé.
Considérons v I’endomorphisme de F déterminé par

Vi<i<nov(e) =z

L’endomorphisme v est bien déterminé puisqu’on a ici fixé 'image d’une base.
Puisque a uw o v = Av (car cette égalité vaut pour les vecteurs d’une base), on
obtient p(v) = Av avec v # 0. Ainsi A est aussi valeur propre de ¢.

b et ¢) Sachant E; ;Ey ¢ = 6,k E; 0,

n n
UE; ; = 5 U o By o By 5 = E U, B 5
k=1 k=1

Dans la base ((E11,...,En1), (F12,---,En2),-.., (Ein, ..., Enn)), la matrice de
© est diagonale par blocs avec des blocs diagonaux chacun égaux a U.

Exercice 152 : [énoncé]

a) ¢(E; ;) = (A — A\j)E; ;. La matrice de ¢ relative a la base canonique de

M, (K) est diagonale.

b) Soit B une base de E dans laquelle 'endomorphisme f est représenté par une
matrice diagonale D. En introduisant I'image réciproque de la base canonique de
M., (K) par l'isomorphisme de représentation matricielle dans B, on obtient une

base de L(FE) dans laquelle ¢ est représenté par une matrice diagonale.

Exercice 153 : [énoncé]

On vérifie aisément que ® est endomorphisme de Sz(R).

a) En choisissant la base de S3(R) formée des matrices Eq 1, Eo 2 et Ey o+ Eo 1,
on obtient la matrice de ® suivante

2a 0 2b
0 2d 2c
c b a+d

b) Par la régle de Sarrus, on calcule x¢(\) et on obtient
Xe(2A) = —4(2A — (a +d))xa(})

c¢) Posons A égal au discriminant de x 4.
Si A > 0 alors xg posséde trois racines réelles distinctes

a—l—d,a—&—d—i—\/get a+d— VA

Si A =0 alors y¢ posséde une racine réelle triple
a+d

Si A < 0 alors x¢ possede une racine réelle et deux racines complexes non réelles.
Supposons @ diagonalisable.

Le polynéme caractéristique de ® est scindé sur R donc A > 0.

Si A > 0 alors x4 posséde deux racines réelles distinctes et donc la matrice A est
diagonalisable.

Si A =0 alors ® est diagonalisable et ne possede qu'une seule valeur propre

A = a + d donc 'endomorphisme ® est une homothétie vectorielle de rapport égal
a cette valeur propre. On obtient matriciellement

2a 0 2b a+d 0 0
0 2d 2c = 0 a+d 0
c b a+d 0 0 a+d
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On en déduit
a b a 0
A= ( c d > o ( 0 a >
et donc la matrice A est diagonalisable.
d) Supposons A diagonalisable
Le polynéme caractéristique de A est scindé sur R donc A > 0.

Si A > 0 alors ® est diagonalisable car posseéde 3 valeurs propres réelles distinctes.
Si A = 0 alors A possede une seule valeur propre et étant diagonalisable, c’est une

matrice scalaire
a O
= (50

et alors la matrice de ® est diagonale

2¢ 0 O
0 2a¢ O
0 0 2a

Exercice 154 : [énoncé]

a) Notons Aq, ..., A, les n valeurs propres distinctes de f et x1,..
vecteurs propres associés. La famille (z1,...,z,) est base de E.
Posons a = x1 + - - - + x,,. Pour tout k € {0,1,...,n— 1},

., T, des

fk(a) = )\]fxl + -4 /\]fL;L’n

Supposons aga + oy f(a) + - + a,_1f""(a) = 0g. En exprimant cette relation
en fonction des vecteurs de la famille libre (x1,...,2,), on parvient a
P(\)=...=P(\,) =0 avec

P:Oéo-i-alX—l—---—l—Oén,an_l

Le polynéme P admet plus de racines que son degré donc P = 0 puis

ap = ... = 0p_1 =0.

Ainsi la famille (a, f(a), ..., f" (a)) est libre et finalement base de E.

En fait, n’importe quel vecteur dont les coordonnées sont toutes non nulles dans
la base de vecteur propre est solution.

b) La matrice de f dans la base considérée est de la forme

0 0 Qp
1

0
0 1 An_—1

avec

f"(a) = qpa + Oqf(a) 4+ anflfn_l(a)

Exercice 155 : [énoncé]

a) ok

b) Supposons g € C¢. Pour tout A € Sp(f) et tout x € Ex(f),

flg(x)) = g(f(2)) = g(Ax) = Ag(x) donc g(x) € Ex(f). Ainsi les sous-espaces
propres sont stables par g.

Inversement, supposons que chaque sous-espace propre soit stable par g. Pour

tout € E, on peut écrire x = Y, zjetona
A€ESp(f)
g(f@) =g Y dan]= D Aglan)
A€Sp(f) A€Sp(f)
et
Flg@)=F1 Y g | = > Aglan)

AESP(f) AESP(f)

donc f et g commutent.

c¢) Considérons ¢ : L(E) = [] L(Ex(f)) Pendomorphisme défini par ¢(g) est
AESP(f)

le produit des restrictions aux E)(f) de g. Cette application est bien définie en

vertu des stabilités évoquées en b). Cette application est clairement bijective car,

par diagonalisabilité de f, E = @ E\(f) et qu’on sait une application g est
A€Sp(f)
alors entierement déterminée par ses restrictions aux E)(f). Par isomorphisme

dimCr= > a3.

AeSp(f)
d) Ici dimCy =n et les Id, f,..., f"~! sont clairement éléments de Cy.
Supposons AgIld + A1 f + -+ A,_1 f»~! = 0. Posons
P=X+MX+ 4+ X1 X" L Ce polynéme est annulateur de f donc les
valeurs propres de f en sont racines. Ce polynéme possede au moins n racines, or
il est de degré strictement inférieur a n, donc il est nul et ainsi
A=...= A1 =0.
Finalement (Id, f,..., f*~!) est une famille libre formé de n = dim C ¢ éléments de
Cy, c’en est donc une base.

Exercice 156 : [énoncé]
a) Un endomorphisme non nul vérifiant f2 = 0 avec f # 0 convient. C’est le cas
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d’un endomorphisme représenté par la matrice

(0 9)

b) Soit (e1,...,e,) une base de vecteurs propres de f. La matrice de f dans cette
base est de la forme

A1 (0)

(0) An

et alors les espaces
ker f = Vect {e;/A\; =0} et Imf = Vect {e;/\; # 0}

sont évidemment supplémentaires (puisque associés a des regroupements de
vecteurs d’une base).

c) On vérifie ker f* C ker fk*+1. La suite des dimensions des noyaux des f* est
croissante et majorée par n. Elle est donc stationnaire et il existe k € N tel que

Ve > k,dimker f*! = dim ker f*
Par inclusion et égalité des dimensions
V0 >k ker fiT! = ker f*

En particulier ker f2* = ker f*¥. On peut alors établir Imf* Nker f* = {0g} et par
la formule du rang on obtient la supplémentarité

Im(f*) @ ker(f*) = E

L’endomorphisme f* n’est pas nécessairement diagonalisable. Pour s’en
convaincre il suffit de choisir pour f un automorphisme non diagonalisable.

d) Le résultat n’est plus vrai en dimension infinie comme le montre I’étude de
I’endomorphisme de dérivation dans I’espace des polynomes.

Exercice 157 : [énoncd]
Pour A = |\ e € C avec a € [0,2n[, on pose

V=

ce qui définit une notion de racine carrée sur les nombres complexes et nous
permettra de nous exprimer avec plus d’aisance. . .

‘)\|eia/2

a) Soit B = (ey,...,e,) une base de vecteur propre de v. La matrice de v dans
cette base est de la forme

A1 (0)

(0) An
Considérons I’endomorphisme u de E défini par

VAL (0)
Matgu = =A

(0) Vn

On vérifie aisément que u? = v.

b) Par les polynomes interpolateurs de Lagrange, on peut introduire un polynéme
P € C[X] vérifiant
VA € Spu, P(A) = VA

On observe alors
P(\1) (0)
P(D) = =A
(0) P(\,)

et donc P(v) se confond avec 'endomorphisme u précédemment introduit.

Exercice 158 : [énoncé]

a) Puisque f posséde n valeurs propres en dimension n, il est diagonalisable et ses
valeurs propres sont simples. Les sous-espaces propres de f sont donc de
dimension 1.

b)gof=g>=fog.

Puisque f et g commutent, les sous-espaces propres de f sont stables par g.

Si x est vecteur propre de f associé a la valeur propre A alors g(z) appartient au
méme sous-espace propre et puisque celui-ci est une droite et que z est non nul,
g(x) est colinéaire & x. Ainsi x est vecteur propre de g.

¢) Notons Mg, ..., A, les valeurs propres de f et considérons une base de vecteurs
propres de f dans laquelle la matrice de f est

D = diag(A1, ..., \n)

Un endomorphisme ¢ de E vérifiant g = f a une matrice diagonale dans la base
de vecteurs propres de f précédente.
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Résoudre I’équation g2 = f revient alors & résoudre I'équation A% = D avec A la
matrice diagonale
A = diag(aq,. .., ap)

L’équation A? = D équivaut &
Vlgign,cﬂ:)\i

Si les A; ne sont pas tous positifs ou nuls, il n’y a pas de solutions.
Si les \; sont tous positifs ou nuls alors les solutions de ’équation g2 = f sont les
endomorphismes représentés dans la base de vecteurs propres de f par les matrices

diag(£v/ A1, ..., 2V An)

Si aucune des valeurs propres n’est nulle, il y a 2™ solutions et si I'une d’elle est
nulle, il y a 2”1 solutions.

Exercice 159 : [énoncé]
Il est bien connu que les polynémes en f commutent avec f.
Inversement, soit g un endomorphisme commutant avec f.
Notons Aq,..., A, les valeurs propres deux a deux distinctes de f et eq,...,e, des
vecteurs propres associés. La famille (eq,...,e,) est une base de E diagonalisant
f et les sous-espaces propres de f sont de dimension 1. Puisque f et g commutent,
ses sous-espaces propres de f sont stables par g et donc, pour tout k € {1,...,n},
il existe g tel que g(eg) = prex. Considérons alors un polynéme interpolateur P
vérifiant

Vk € {1,...,n},P(/\k) = Uk

On a pour tout k € {1,...,n},
P(f)(er) = P(\g)(ex) = prer = glex)

Puisque les applications linéaires P(f) et g sont égales sur une base, on peut
conclure

P(f)=g

Exercice 160 : [énoncé]
Soient A € Sp(u) et € Ex(u) non nul. On a

v (z) = ud(z) = Nz

Or v est diagonalisable donc, en notant p1, ...
décomposition en somme directe

, p les valeurs propres de v, on a la

p
E=&

; E,,;(v)

1

P
On peut alors écrire x = ) x; avec x; € B, (u). L'égalité v*(2) = Az donne
j=1

P P
3., _ 3

E Wijz; = E Az

Jj=1 Jj=1

Les espaces F,;(v) étant en somme directe, on peut identifier les termes de ces
sommes
3 3
piz; = Xx;

Siz; # O, on obtient y; = A et donc p;x; = Az;.
Si z; = 0p, l'identité pu;z; = Ax; reste vraie.
On en déduit

v(z) = Az = u(z)

Ainsi les endomorphismes v et u coincident sur E)(u). Or, ’endomorphisme u
étant diagonalisable, E est la somme des sous-espaces propres de u. Les
endomorphismes v et u coincident donc sur F.

Exercice 161 : [énoncé]
Son polynoéme caractéristique est scindé.

Exercice 162 : [énoncé]

a) Si B = O,, alors tout vecteur propre de A (et il en existe car le corps de base
est C) est aussi vecteur propre de B.

Si B # O,, alors I'espace ImB est stable par B et il existe alors un vecteur propre
de B dans ImB. Puisque ImB C ker A car AB = O,,, ce vecteur propre de B est
aussi vecteur propre de A (associé a la valeur propre 0).

b) Par récurrence sur la taille n des matrices.

Pour n =1, c’est immédiat.

Supposons la propriété vérifiée au rang n — 1 > 1.

Soit A, B € M,,(C) vérifiant AB = O,,. Soit X7 un vecteur propre commun aux
matrices A et B associé aux valeurs propres \ et u respectivement. Soit P une
matrice inversible dont la premiére colonne est X;. Par changement de base on a

—1 o A * -1 o 12 *
P AP_<0 W) epip=( 0 %
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Puisque AB=0, ona Au=0et A’B' =0,_;. Pour
Par hypothése de récurrence, il existe une matrice @ € GL,_1(C) telle que 10 0
Q'A'Q et Q7' B'Q sont triangulaires supérieures. Pour la matrice P=101 -1
1 0 1

R:P><<(1) g)eGLn((C)

on obtient R~!AR et R~!BR triangulaires supérieures.
Récurrence établie

Exercice 163 : [énoncé]

8) xa(X) = (X +1)(X — 1)2.

b)E_y=Vect'(1 1 2 ), Ey=Vect' (1 0 1).

La matrice A n’est pas diagonalisable mais on peut la rendre semblable a la
matrice

-1 0
T = 0 1
0 O

o

Onprend C;y =%(1 1 2),Co="(1 1).
On détermine C3 tel que AC3 = C5+ Cy. C3 =1

)
(
Pour
0

0 -1 0 ) convient.

O =
—_ O =
(an)

ona PT1AP=T.

Exercice 164 : [énoncé]

a) xa(X) = (X —1)°.

b) Ey =Vectt( 1 0 1 )

La matrice A n’est pas diagonalisable, mais on peut la rendre semblable & la

matrice
1

1
T=1 01
0 0

_ = O

Onprend C; =%(1 0 1).
On détermine Cy tel que ACy; = Co +C;. Cy =1 ( 01 0 ) convient.
On détermine C3 tel que AC3 = C5+ Cy. C3 =1 ( 0 -1 1 ) convient.

ona P'AP=T.

Exercice 165 : [énoncé]
Le polynéme caractéristique y 4(X) = (X — 1)? est scindé donc A est

trigonalisable.
On a
0
E1(A) = Vect o, -1
0 1
et puisque
0 0 0 0
Alol=-1|=0]+] -1
1 2 1 1
onaA=PTP! avec
1 00 1 0 0
T=10 11 eteP=1 0 -1 0
0 0 1 0 1 1

Exercice 166 : [énoncé]

Notons A la matrice étudiée.

Apres calcul, son polynéme caractéristique est x4 = (X — 9)3.
Celui-ci est scindé et par conséquent la matrice A est trigonalisable.

Apres résolution
Eq9(A) = Vect (1,1,-1/2)

dimEg(A) =1et X;="( 1 1 —1/2 ) est vecteur propre. Complétons ce
vecteur en une base et considérons la matrice de passage associée

1 0 0
pP= 1 10
~1/2 0 1
On a
9 -5 -2
PlAP=1 0 12 -6
0 3/2 6
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Considérons alors la sous matrice
;o 12 -6
A= ( 3/2 6 )
de polynéme caractéristique (X — 9)2 car y4(X) = (X — 9)xa/(X). Aprés

résolution

Eg(A’) = Vect(1,1/2)

Considérons la matrice de passage

On a
/—1 1 D! 9 -6
poar = (38
Enfin, pour
0 1 0 0
-1/2 1/2 1
on obtient
9 —6 -2
Q'AQ=( 0 9 -6
0 O 9

Exercice 167 : [énoncé]

a) xa =X(X -1)(X —a).

Sia 0,1 alors A est diagonalisable.

Sia =0 alors rgA = 2 donc dimker A = 1 < mg(A) et la matrice A n’est pas
diagonalisable.

Sia =1 alors rg(A — I) = 2 et par le méme argument qu’au dessus, A n’est pas

diagonalisable.
On conclut
Q={0,1}
b) Cas a =0
1 3
ker A= Vect | 0| et ker(A—1I3) = Vect | 1
1 2

Par conséquent la matrice suivante convient

1 3 0
P=| 010
1 2 1
Casa=1
1 1
ker A =Vect | 0| et ker(A —I3) = Vect | 1
1
Par conséquent la matrice suivante convient
1 10
P=|1010
1 11

Exercice 168 : [énoncé]
(=) Supposons f et g commutent.

Vo € ker(f — A\Id), (f — Ald)(g(x)) = g(f(z) — Az) =0

donc ker(f — AId) est stable par g.
(«=) Supposons que chaque sous-espace propre soit stable par g.

Puisque E = @& E\(f), pour tout z € F, on peut écrire z = Y, ) avec
AESP(f) A€Sp(f)
x)\ € E) et alors
(gof)@) = Y Aglzr) = (fog)(w)
AESP(f)

donc fog=go f.

Exercice 169 : [énoncé]

Rappelons que tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel possede au moins un
valeur propre.

lére démarche : Soit A une valeur propre de f. Ey(f) est stable par f et donc
possede un supplémentaire F stable par f.

Si F'={0g} alors f est diagonalisé.

Sinon, la restriction de f a F possede au moins une valeur propre p qui est bien
entendu valeur propre de f. L’espace Ex(f) @ E,(f) est stable par f et donc
possede un supplémentaire G stable par f.

Si G = {0g} alors f est diagonalisé.
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Sinon, on itere le processus.
2éme démarche : Le sous-espace vectoriel F = @& E,(f) est stable par f, il
AeSpf

admet donc un supplémentaire stable G, si G # {0g} alors fg admet un vecteur
propre qui sera aussi vecteur propre de f donc élément de F'. C’est contradictoire
donc G = {0g} puis

E= &
AeSpf

Ex(f)

ce qui affirmer f diagonalisable.

Exercice 170 : [énoncé]

Les endomorphismes recherchés sont les endomorphismes diagonalisables.

En effet, si f est diagonalisable et si F' est un sous-espace vectoriel stable par f

alors puisque fr est diagonalisable, il existe une base de F' formée de vecteurs

propres de f. En complétant cette base a 1’aide de vecteur bien choisis dans une

base diagonalisant f, les vecteurs complétant engendrent un supplémentaire de F'

stable par f.

Inversement, si f € L(E) vérifie la propriété proposée alors le sous-espace vectoriel

F= R % fE,\( f) étant stable par f, celui-ci admet un supplémentaire stable. Or f
€5p

ne possede pas de vecteurs propres sur ce dernier et celui ne peut donc qu’étre {0}
car ici le corps de base est C. Par suite F' = E et donc f est diagonalisable.

Exercice 171 : [énoncé]
a) Si e ¢ H alors la valeur de u(e) détermine entiérement un élément u de
{u € E*/u(H) = {0}}. Cela permet de mette en place un isomorphisme entre
{u € E*/u(H) = {0}} et K. La dimension cherchée vaut 1.
b) Si H est stable par f alors pour tout = € H, u(f(z)) =0 donc
uo f €{ve E*/u(H)=1{0}} or u est un élément non nul de cette droite
vectorielle donc u o f est colinéaire a u. La réciproque est immédiate.
¢) Matp(u) = L # 0 (car u définit une équation d’hyperplan), Matp(uo f) = LA
donc
wof=MeLA=)L<'A'L =)L

avec 'L colonne non nulle.

d) Sp(*A) = {1,2,—1}. Une base de vecteurs propres est formée des vecteurs de
composantes (—1,—1,1), (0,1,1) et (—1,0,1). Les plans stables par f sont ceux
d’équations t +y—2z=0,y+z=0et z—2=0.

Exercice 172 : [énoncé]

Si ’endomorphisme u posséde une valeur propre alors la droite vectorielle
engendrée par un vecteur propre associé est évidemment stable par u.

Sinon, la matrice réelle A représentant u dans une base n’a que des valeurs propres
complexes non réelles. Parmi celles-ci considérons en une que nous notons A. Il
existe alors une colonne complexe Z non nulle telle que AZ = AZ. En écrivant
A=a+ifet Z=X+1Y avec a, 8, X,Y réels, '’équation précédente donne

AX =aX — Y et AY =X +aY

Considérons ensuite les vecteurs = et y de F représentés par les colonnes réelles X
et Y. Les relations précédentes donnent

u(zx),u(y) € Vect(z,y)

et donc le sous-espace vectoriel Vect(z,y) est stable par wu.

Or celui-ci n’est pas nul car Z # 0 et est donc de dimension 1 ou 2 (et en fait 2
car I’absence de valeurs propres réelles dans le cas présent signifie ’absence de
droite vectorielle stable).

Exercice 173 : [énoncé]
a) Par 'absurde supposons X et Y colinéaires. Il existe alors une colonne Xy
réelle telle que

X =aXp et Y =X, avec (o, 8) # (0,0)

On a alors Z = (a +i8) Xy et la relation AZ = A\Z donne

Puisque « + i3 # 0, on peut simplifier et affirmer AXy = AXy. Or X est une
colonne réelle donc, en conjuguant, AX, = AX, puis A € R ce qui est exclu.

b) On écrit A = a + ib avec a,b € R. La relation AZ = A\Z donne en identifiant
parties réelles et imaginaires

AX =aX —bY et AY =aY +0bX

On en déduit que Vect(X,Y) est stable par A.
¢) Le polyndme caractéristique de f est

(X +1)(X —2)(X? —2X +2)
Les valeurs propres de A sont —1,2 et 1 &1 avec

E_1(A) = Vect" (0,0,1,0), Ea(A) = Vect’ (1,1,0,1) et Fy,;(A) = Vect’ (i,—1,0,1)
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Soit P un plan stable par f. Le polynéme caractéristique de I’endomorphisme u
induit par f sur ce plan divise le polynéme caractéristique de f tout en étant réel
et de degré 2. Ce polyndéme caractéristique ne peut qu’étre

(X +1)(X —2) ou X? —2X +2

Dans le premier cas, 1 et 2 sont valeurs propres de u et les vecteurs propres
associés sont ceux de f. Le plan P est alors

Vect {(0,0,1,0),(1,1,0,1)}
Dans le second cas, pour tout = € P, on a par le théoréeme de Cayley Hamilton
u?(z) — 2u(z) + 22 = Op
et donc la colonne X des coordonnées de x vérifie
X € ker(A% —2A +21I})
Apres calculs, on obtient
X € Vect(%(1,0,0,0),(0,—1,0,1))
Ainsi le plan est inclus dans le plan
Vect {(1,0,0,0), (0,—1,0,1)}

ce qui suffit & le déterminer.

Exercice 174 : [énoncé]

Cas K=C

u» annule un polynéme scindé simple, I’endomorphisme u est donc diagonalisable.
Tout sous-espace vectoriel possédant une base de vecteurs propres est stable et
inversement.

Cas K=R

Par le lemme de décomposition des noyaux, on a

E = ker(u — Id) @ ker(u? + u + Id)
Si F' est un sous-espace vectoriel stable alors posons
F, = FNnker(u —Id)

et
Fy = F Nnker(u® 4+ u +1d)

Montrons F' = F| @ F5.

Tout x € F peut s’écrire z = a + b avec a € ker(u — 1d) et b € ker(u? + u + Id).
Puisque u(z) = a +u(b) € F et v*(z) =a+u?(b) € F, on a
a=3(z+u(x)+u’(z)) e Fpusb=x—a€cF.

Ainsi a € Fy, b € Fs et on a donc F C Fy + F5.

Il est alors immédiat qu’on peut alors conclure F' = F; & F5.

Puisque F5 C ker(u? + u + Id), pour € F> non nul (z,u(z)) est libre et
Vect(z, u(x)) est stable par u. Cela permet d’établir que Fy est la somme directe
de sous-espaces vectoriels de la forme Vect(x, u(z)) avec x # 0,

r € ker(u? + u + Id). Quant & F, il n’y a pas de condition & souligner puisque
tout sous-espace vectoriel de ker(u — Id) est stable par w.

Exercice 175 : [énoncé]

Si F' admet une base de vecteurs propres, il est immédiat d’établir qu’il est stable
par u.

Inversement, si F' est stable alors upr est diagonalisable et donc il existe une base
de I formée de vecteurs propres de u.

Exercice 176 : [énoncé]

Spf ={2,4,6}, E5(A) = Vectey, E4(A) = Vectey et Eg(A) = Vectes avec
er=(0,1,1), es = (1,0,1), e3 = (1,1,0).

Si V est un sous-espace vectoriel stable alors fy est diagonalisable et donc
posséde une base de vecteurs propres de f. Ainsi V = {0}, Vect(e;) avec

i € {1,2,3}, Vect(ej, ex) avec j # k € {1,2,3} ou V = R3.

Exercice 177 : [énoncé]

Sur C, A est trigonalisable semblable & une matrice triangulaire supérieure ou sur
la diagonale figurent les valeurs propres complexes de A comptées avec
multiplicité.

Exercice 178 : [énoncé]

a) A est annule le polynéme x4 qui est scindé donc A est trigonalisable.

b) Soit T' une matrice triangulaire semblable & A. Les coefficients diagonaux de T'
sont les valeurs propres de A comptées avec multiplicité. Cependant A* est
semblables & T% donc les valeurs propres de A* sont les coefficients diagonaux de
T* or ceux-ci sont les puissances d’ordre k des coefficients diagonaux de T
c’est-a-dire des valeurs propres de A.
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Exercice 179 : [énoncé]

La matrice A est semblable & une matrice triangulaire de la forme

A

et donc A? est semblable &

0

Ainsi le polynéme caractéristique de A7 est celui voulu avec A € M,,(Z).

Exercice 180 : [énoncé]

A est semblable a une matrice triangulaire supérieure de la forme

A

0

exp(A) est alors semblable & une matrice de la forme

exp(A1)

Cela suffit pour conclure.

Exercice 181 : [énoncé]

Puisque le polynéme x4 est scindé, la matrice A est trigonalisable. Plus
précisément, la matrice A est semblable & une matrice de la forme

A

(0)
La matrice P(A) est alors semblable a

P(\)

*

AR

*

An

*/

exp(An)

*

An

et donc
n

xpey = [ (X = POWw)

k=1

Exercice 182 : [énoncé]
a) Commencons par quelques cas particuliers.

SiA= ( 6\ ?\ > alors A € K[B] en s’appuyant sur un polynoéme constant.

. A . .
Si A= ( 10 ) avec \; # Ay alors les matrices qui commutent avec A sont

0 A

a 0 ) En considérant P = aX + b tel
0 (65

que P(A\1) = a1 et P(A\2) = ag, on a B = P(A) € K[A].

diagonales donc B est de la forme <

Si A= ( 6\ ’;\L avec 1 # 0, une étude de commutativité par coeflicients
inconnus donne B = g g ).PouerﬁX—&—’y avec%—kfy:a, on a

B =P(A) e K[A].

Enfin, dans le cas général, A est semblable & I'un des trois cas précédent via une
matrice P € GLy(K). La matrice B’ = P~!BP commute alors avec A’ = P~1AP
donc B’ est polynome en A’ et par le méme polyndme B est polynéme en A.

b) On imagine que non, reste a trouver un contre-exemple.

Par la recette dite des « tatonnements successifs »ou saisi d’une inspiration
venue d’en haut, on peut proposer

1 10 1 00
A=10 1 0 eteB=| 0 1 0
0 01 0 1 1

On vérifie que A et B commutent et ne sont ni 'un ni autre polynéme en l'autre
car tout polynéme en une matrice triangulaire supérieure est une matrice
triangulaire supérieure.

Exercice 183 : [énoncé]
La matrice A est trigonalisable et si I'on note Aq,..., A, ses valeurs propres

P

distinctes alors tr(A™) = Z1 a; AT avec oy la multiplicité de la valeur propre A;.
j:

Pour conclure, il suffit d’établir résultat suivant :

« Soient aq,...,a, € C* et A,..., A, € C deux & deux distincts.
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P
Si j;l aj A m 0alors V1 < j <p, |\l <1 »

Raisonnons pour cela par récurrence sur p > 1.
Pour p = 1, la propriété est immédiate.
Supposons la propriété vraie au rang p > 1.

Soient av,...,apr1 € C* et Ar,..., Ap41 € C deux a deux distincts tels que
p+1
> Ay 0 (1)
j=1

Par décalage d’indice, on a aussi

p+1
> At ———0(2)
j=1

I m——+00

Ap+1 % (1) — (2) donne

m——+00

p
D a1 = AN ——— 0
j=1

qui se comprend encore

avec les 31,..., By non nuls.
Par hypothese de récurrence, on a alors V1 < j < p, |A;| < 1.

P

On en déduit ) a;A7" ———— 0 et la relation (1) donne alors
j=1 m——+oo

Oép_t,_lAgL_’_l m 0 d’ou l'on tire |)‘p+1| < 1.

Récurrence établie.

Exercice 184 : [énoncd]

Notons Ai,...,Ap et pi,..., g les valeurs propres deux a deux distinctes des
matrices A et B respectivement.

L’hypothese de travail donne

P q
Ym € N,Zm)\j (AN = Zmﬂk(B)uL”
j=1 j=1

Avec des notations étendues, ceci donne

VmeN, Y a\"=0
AESPpAUSPB

avec ay = my(A) — mx(B).
Indexons alors les valeurs propres de A et B de sorte que

SpAUSPpB ={ai,...,q;}

avec o, ..., a, deux a deux distinctes. On obtient donc

Vm € N,Zaaja;” =0

Jj=1

Considérons alors la matrice carrée de Vandermonde

1 1 . 1
o Q9 “ee Qo
0/1*—1 ag—l . 04:71
Celle-ci est inversible car les aq, ..., a, sont deux a deux distincts. Or les égalités

qui préceédent donnent
T
Z (laj Cj =0
j=1

en notant C; les colonnes de la matrice de Vandermonde précédente.
On en déduit
Vlgjér,aaj =0

ce qui donne

YA € SpAUSpB, mx(A) = mx(B)

Exercice 185 : [énoncé]

a) Poser le produit par blocs.

b) Si A et B sont inversibles alors (Ax B)(A~'xB~') = I, xI,, = I,,> donc Ax B
est inversible.

Si A n’est pas inversible alors il existe A’ # 0 tel que AA’ = O,, et alors
(AxB)(A"*I,) =0 avec A’ % I,, # 0 donc A x B n’est pas inversible.

Un raisonnement semblable s’applique dans le cas oi B n’est pas inversible.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 10 aofit 2015

Corrections

84

c¢) Il existe P, @ matrices inversibles telles que

A1 * M1 *
P7'AP = et Q7'BQ = .
0 An 0 tn

avec \; et u; les valeurs propres de A et B.

On observe alors que (P~ xQ 1) (Ax B)(PxQ) = (P71AP) % (Q71BQ) est
triangulaire supérieure de coeflicients diagonaux A;j;. Les valeurs propres de
A % B sont les produits des valeurs propres de A et B.

d) On note que P71 %« Q! = (P % Q)~! de sorte que A x B est semblable & la
matrice triangulaire précédente et donc

xaws = [T TT (X = xiny)
i=1j=1

On en déduit
det(A x B) = (det Adet B)"

et la relation
tr(Ax B) = tr(A)tr(B)

est immédiate par un calcul direct.

Exercice 186 : [énoncd]
La matrice A est trigonalisable semblable &

/\1 *
T =
(0) An
avec A1, ..., A, les valeurs propres de A comptées avec multiplicité.
La matrice A* est alors semblable &
Ak *
Tk = :
(0) An
et ses valeurs propres sont les A¥, ... Ak comptées avec multiplicité.

Exercice 187 : [énoncé]
La famille (zg,u(z0), . ..,u" (z0)) constitue une base de E.
oit v € L(E) commutant avec u. On peut écrire

Considérons alors

On a

et puisque v et w

v(xo) = apxo + alu(:co) + .4 an—lunil(l’o)

w = apld + aju+ - 4 ap_1u""t € Ku]

v(zo) = w(xo)

commutent avec u, on a aussi

v(u®(20)) = w(u* (o))

Les endomorphismes v et w prennent méme valeurs sur une base, ils sont donc

égaux.

En conclusion v € K [u].

Exercice 188 : [énoncé]

On peut écrire

donc

AB=P(A)=a, A"+ -+ 1A+ 1,

AB— (A" P+ +anly)) =1,

Par le théoreme d’inversibilité, A est inversible et
At =B — (ap A"+ -+ aq 1.
Puisque A commute avec A™! et ses puissances, on en déduit que A commute avec

B=A"1'4a, A" ' 4. tail

Exercice 189 : [énoncé]
Le polynéme P s’écrit

PX)=PO0)+ a1 X+ +a,X?

L’égalité AB = P(A) donne alors

AB — (11, + agA+ -+ -+ a,APY)) = P(0),
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On en déduit que A est inversible et son inverse est

_ 1 _
"= 5 (B~ (@bt A+t a4

I'égalité A=*A = I,, donne alors
BA = P(A)

et on peut conclure que A et B commutent.

Exercice 190 : [énoncé]
On sait qu’il existe p € N* tel que AP = O,,.
En introduisant les coefficients de P, la relation B = AP(A) donne

B=A+aA*+ - +a, AP!
On en déduit
B? = A% 4a3 A%+ da, 1 2APT . BPT2 = AP pa, o APTY BPTL = AP
En inversant ces équations, on obtient
APt = pPrl AP = BPT 24, g, 0 APTY L A% = B2 4b3 o B+ by o BP !

et enfin
A=B+by1B*+ -+ +b,_1,B""

ce qui détermine un polynéme @ € R[X] vérifiant Q(0) =1 et A = BQ(B).

Exercice 191 : [énoncé]
a) Posons N = —A"!BA. On a

NP = (-1)?A™'BPA = 0O,

donc
InZIn—Np:(I—N)(I+N+N2+...+Np—1)
On en déduit que I — N = I,, + A" BA est inversible et

"I+ N4+ N4 4 NP

(In+ A 'BA)~
b) Soit P € C[X] tel que P(0) =0. On a

P(X)=aX +bX?*+ ...

Donc
P(B)=aB+bB* + - --

puis
P(B)? = a?B? +b/'B**! + ... = 0,

On peut alors reprendre le raisonnement de la question précédente et affirmer que
la matrice I,, + P(B) est inversible et que son inverse est de la forme

I, — P(B)+ P(B)* + -+ (—1)?P(B)?
On en déduit que H est inclus dans GL, (C) et que l'inverse d’un élément de H
est encore dans H.
Il est immédiat de vérifier que H est non vide et stable par produit. On en déduit
que H est un sous-groupe de (GL,(C), x). Enfin, on vérifie que H est commutatif
car les polyndémes en une matrice commutent entre eux.

Exercice 192 : [énoncé]
Par la formule de Taylor en a

oo p (g
P(X) =Y P k!( )(X —a)*
k=0

donc N
= P®(a)

k=0

Il est facile de calculer les puissances de J et 'on conclut

"(q (n—1) a
Pla) P'la) T2 . Fole
Plal,+J) = P"(a)
2!
. Pla)
(0) P(a)

Exercice 193 : [énoncé]

Le polynéme X3 —1 = (X — 1)(X? + X + 1) est annulateur de u avec les facteurs
X —1et X2+ X + 1 premiers entre eux, il suffit alors d’appliquer le lemme des
noyaux pour conclure !
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Exercice 194 : [énoncé]

P = X(X? —3aX + a?) est annulateur de f donc par le théoréme de
décomposition des noyaux, E = ker f & ker(f? — 3af + a?Id) car X et

X? — 3aX + a® sont premiers entre eux. Or a étant non nul, on montre
élémentairement ker(f? — 3af + a%Id) C Imf tandis que I'inclusion réciproque
provient de ce que (f? — 3af +a?Id) o f = 0. Il est donc vrai que ker f et Imf sont
supplémentaires.

Exercice 195 : [énoncé]
Par le lemme de décomposition des noyaux

ker P(u) = ker Q(u) @ ker R(u)
et puisque P est annulateur
E = ker Q(u) @ ker R(u)

De plus R(u) o Q(u) = 0 et donc ImQ(u) C ker R(u).
Par la formule du rang

dim ImQ@(u) = dim E — dim ker Q(u)
et par la supplémentarité qui précede

dim E = dim ker Q(u) + dim ker R(u)

donc

dim Im@(u) = dim ker R(u)

et I'on peut conclure.

Exercice 196 : [énoncé]

Les vecteurs de (Id,u, ..., uP) évoluent dans £(FE) qui est de dimension n?. Pour
p = n? la famille est assurément liée. Une relation linéaire donne alors
immédiatement un polynéme annulateur non nul.

Exercice 197 : [enonce

Ona P(M) = ( P > <8 :>et
(%) i) ( 5 0)

done (PQ)(M) = < Q(u (8 (s o)-on
Ainsi le polynéme PQ est annulateur de M.

Exercice 198 : [énoncé]

uwo (u—1Id) o (u+ Id) s’annule sur ker(u o (u —Id)) et sur ker(u o (u + Id)) donc
sur ker(u o (u —1Id)) + ker(u o (u — Id)) = E et ainsi v o (u? — Id) = 0.

Si z € kerw alors x € ker(u o (u — Id)) Nker(u o (u + Id)) = {0} donc keru = {0}
et u € GL(E).

Par suite u> —Id = u~'ou o (u? —Id) = 0 et donc u? = Id. Ainsi u est une
symétrie vectorielle.

Exercice 199 : [énoncé]
Quitte a considérer AP avec A € K* bien choisi, on peut supposer

PO)=0et P'(0)=1
ce qui permet d’écrire
P(X) =X + X?Q(X) avec Q € K[X]

Soit z € Imf Nker f. Il existe a € E tel que x = f(a) et on a f(x) =0.
On en déduit f2(a) =0. Or P(f)(a) =0 et

P(f)(a) = f(a) + Q(f) (f*(a)) = f(a) =2
Ainsi
Imf Nker f = {0}

Soit z € E.
Analyse :
Supposons & = u + v avec u = f(a) € Imf et v € ker f.
On a

fla) = f*(a) + f(v) = f*(a)
Or

P(f)(x) = f(z) + 2 (Q(f)(x)) =0
donc
f(@) = f2(=Q(f)(=))

Synthese :

Posons u = —f(Q(f)(x)) et v =2 — u.

On a immédiatement v € Imf et x = u + v.
On a aussi

f) = f(z) = f(u) = f(2) + FQf)(@)) = P(f)(x) =0

et donc v € ker f.
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Exercice 200 : [énoncé]

On sait déja keru C ker u?.

Inversement, soit = € ker u2.

Notons P le polynéme annulateur en question. On peut écrire

P(X)=aX + X?Q(X) avec a # 0 et Q € K[X]
L’égalité P(u)(z) = 0 donne
au(z) + Q(u)(u?(x)) = 0

et donc u(z) = 0 car a # 0 et u?(x) = 0.
Ainsi x € ker u et on peut conclure.

Exercice 201 : [énoncé]

a) On sait déja keru C keru?. On a P = X@Q avec Q(0) # 0. Pour z € keru?, on a
u?(z) =0 et Q(u)(u(z)) = 0 donc u(x) € keru Nker Q(u) puis u(z) = 0 car

Q(0) # 0. On en déduit ker u? C ker u puis I'égalité.

L’inclusion Imu? C Imu est entendue.

Inversement, soit 2 € Imu. On peut écrire x = u(a) pour un certain a € E. Or
P(u)(a) = 0 et l'on peut écrire P sous la forme

PX)=a, X"+ - +a1X avec a1 #0

donc
aru(a) € Tmu?

puis z € Imu?.

Ainsi Imu? = Imu

b) Pour x € ker uNImu, il existe a € E, x = u(a) et a € ker u? = ker u donc = = 0.
Pour z € E, u(x) € Imu = Imu? et on peut écrire u(x) = u?(a) pour un certain

a € E.On aalors z =y + z avec y = u(a) € Imu et z =z — y ou l'on vérifie

z € keru.

Exercice 202 : [énoncé]
Puisque u possede un polynéme annulateur, on a

dimK [u] < 400

Or K[Q(u)] C K[u] donc
dim K [Q(u)] < +o0

et par conséquent Q(u) posséde un polyndme annulateur.

Exercice 203 : [énoncé]

Si P et II,, sont premiers entre eux alors par 1’égalité de Bézout, il existe

U,V € K[X] tels que UP 4+ VII,, = 1 donc U(u)P(u) = Idg. Aussi

P(u)U(u) = Idg donc P(u) est inversible et P(u)~! = U(u) € K [u].

Si P et 11, ne sont pas premiers entre eux alors on peut écrire II,, = QD avec D le
pged de P et IL,. On a IT,, | PQ donc P(u)Q(u) = 0 alors que Q(u) # 0 puisque
deg @ < degll,,. Par suite P(u) n’est pas inversible.

Exercice 204 : [énoncé]

IT, annule w donc aussi up et ainsi II,,,, | II,,. De méme II,,, | IT, donc
ppem(IL, ., II,,) | IL,.

Inversement si P = ppem(IL, ., I, ) alors Vo € F', P(u)(z) =0 et Vo € G,
P(u)(x) =0donc Vo € E=F &G, P(u)(z) =0 donc P annule u puis IT,, | P.

Exercice 205 : [énoncé]
II,, annule u donc aussi ug puis la conclusion.

Exercice 206 : [énoncé]

Considérons B= A —I,,. On a B? = O,,.

Soit u ’endomorphisme de K™ dont la matrice est B dans la base canonique.
On a u? = 0 donc Imu C keru.

Soit (eq,...,ep) une base de Imu complétée en (eq, ..
ker u.

Pour tout j € {1,...,p}, considérons €; € E tel que u(e;) = e;.

Supposons A1 + -+ 4 Apgp + pier + -+ prgeq = 0.

On appliquant u a cette relation, on obtient A\je; + - -+ A,e, = 0 donc
Al=...=X2=0.

La relation initiale devient pie; + --- 4 pgeq = 0 qui entraine y; = ... = pg = 0.
Finalement la famille (e1,...,ep,€1,...,€q) est libre et puisque formée de

p+ q = dim Imu + dim ker u = n vecteurs de F, c’est une base de F.

La matrice de u dans la base (e1,€1,...,€p,Ep, €pt1,--.,€q) & alors ses coefficients
tous nuls sauf p coefficients sur la sur-diagonale.

La matrice B est donc semblable a la matrice précédente et A = I,, + B est
semblable a une matrice de la forme voulue.

3 €ps €pt1,-- ., €q) base de

Exercice 207 : [énoncé]
Supposons 7 est impair. Le polynéme caractéristique d’une matrice de M,,(R)
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étant de degré impair possédera une racine qui sera valeur propre de la matrice et
aussi racine de son polynéme minimal. Celui-ci ne peut alors étre le polynéme

X% +1.

Supposons n est pair. Considérons

0
A= ( X
A,, n’est pas une homothétie donc le degré de son polynéme minimal est supérieur
a 2.
De plus A2 = —1I,, donc X2 + 1 annule A,,.
Au final, X2 + 1 est polynéme minimal de A4,,.

I)l ) et A, = diag(4,..., 4) € M,(R)

Exercice 208 : [énoncé]
A= PDP~! avec D =diag(a+b,...,a+b,a—b,...,a—b) et

1 0 0 1 (0)

1 0 (0) 1

P=| o0 1 0 0
(0) 1 0 (0) ~1

1 (0) (:) -1 (0)

Par suite
Ta=(X—(a+b)(X—(a—b))

et les polynomes annulateurs de A sont les multiples de 4.

Exercice 209 : [énoncé]
On peut écrire
o= J[ (x-n>

AESP(f)
et

E= @ ker(f—Ald)*

AESP(f)

décomposition en somme de sous-espaces vectoriels stables par f.
Pour chaque A € Sp(f),

ker(f — Md)®* ! = ker(f — AId)*»

par minimalité de IT; et donc il existe z € ker(f — AId)**\ ker(f — Ald)*> 1.
On peut alors établir que la famille ((f — )\Id)k(m)\))0<k<ak_l est libre.

Considérons maintenant = >  xj.
AESp(f)
Pour P e C[X], P(f)(x) = > P(f)(xx) avec P(f)(xx) € ker(f — A\Id)** par
A€Sp(f)

stabilité.
Par décomposition en somme directe,

P(f)(z) =0« VA e Sp(f), P(f)(xx) =0

Par division euclidienne P = (X — \)**@ + R avec deg R < «), de sorte qu’on
OLA—l

puisse écrire R = Y. ay(X — A\)*. On alors
k=0

P(f)(IA):O®VO<k<Oz>\,ak:0

Ainsi
P(f)(z) =0 VA€ Sp(f), (X =A™ | P

Enfin puisque les termes (X — X\)** sont premiers entre eux, on peut conclure

P(f)(x) = 0TI | P

Exercice 210 : [énoncé]

a) Si ker(u — AId) = {0} alors Im(u — AId) = E car u — AId est inversible.

On en déduit que A est séparable.

Par contraposée, si A n’est pas séparable alors A est valeur propre de w.

b) Si u est un endomorphisme diagonalisable alors pour tout scalaire A,

ker(u — Md) = ker(u — AId)2.

Par suite Im(u — AId) Nker(u — AId) = {0} et on en déduit que X est séparable.
Inversement, soit u un endomorphisme scindé dont toutes les valeurs propres sont
séparables.

Puisque le polynéme caractéristique de u est scindé, on peut écrire

G | (RO VAR
AESpu

et par le lemme de décomposition des noyaux

EFE= &

ker(u — AId)™*
AESpu
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Or, pour toute valeur propre A, Im(u — AId) Nker(u — AId) = {0} entraine
ker(u — A\d) = ker(u — AId)? puis par le principe des noyaux itérés
ker(u — AId) = ker(u — A\Id)™*. Par suite

E= @ ker(u— \d)
AESpu

et donc u est diagonalisable
¢) Soit A une valeur propre de u. Le polynéme minimal de u peut s’écrire

mu = (X = N)9Q avec Q(A) #0

7y (u) = 0 donne
ImQ(u) C ker(u — AId)“

Si A est une valeur propre séparable alors ker(u — AId) = ker(u — A\Id)* et donc
ImQ(u) C ker(u — AId)

puis le polynéme (X — A\)@ annule u. Par minimalité de 7, on conclut o = 1.
Inversement, si A est une racine simple du polynéme minimal, alors

7w = (X —N)Q avec Q(A) #0
Puisque les polynomes Q et X — X sont premiers entre eux, on peut écrire
QU + (X — NV =1avec U,V € K[X]

et en évaluant
Qu)U(u)(z) + (u — AId)V (u)(x) =

avec Q(u)U(u)(z) € ker(u — AId) (car m, est annulateur) et

(u— M)V (u)(x) € Im(u — AId).

Ainsi A est une valeur propre séparable.

Finalement les scalaires non séparables sont les racines multiples de 7.

d) m(v) =uowv, m?(v) =u?ow,. .. P(m)(v) = P(u) o v pour tout polynome P.
Par suite les endomorphismes m et v ont les mémes polynémes annulateurs et
donc le méme polynéme minimal. Puisque les scalaires non séparables sont les
racines multiples du polynéme minimal, les endomorphismes u et m ont les
mémes valeurs séparables.

Exercice 211 : [énoncé]
Soit x vecteur propre associé a la valeur propre A.
P(f)(x) = P(A)z or P(f) =0et x # 0 donc P(\) =0.

Exercice 212 : [énoncé]

a) Soit x un vecteur propre associé & la valeur propre A\. On a f(z) = Az avec

x # 0p. Par composition f™(z) = A"z puis P(f)(x) = P(A\)z. Or P(f)(z) =0g et
x # 0 donc P(\) = 0.

b) Le polynéme X2 +2X? — X — 2 est annulateur de f et 0 n’en est pas racine
donc 0 ¢ Spf. Cela suffit pour conclure si 'espace est de dimension finie. Sinon,
on exploite

fo [;(f2+2fld)] - B(f2+2f1d)] of=1d

pour conclure.

Exercice 213 : [énoncé]

¢? =1d donc X? — 1 est annulateur de . Les valeurs propres de ¢ ne peuvent
étre que 1 et —1. En prenant pour f une fonction paire et une fonction impaire
non nulle, on montre que 1 et —1 sont effectivement valeurs propres de .

Exercice 214 : [énoncé]

a) On vérifier T? = Id donc T est un automorphisme et T-1 = T.

b) Puisque T annule X2 — 1, SpT C {1, —1} puis égale car par exemple 1 est
vecteur propre associé a la valeur propre 1 et X — 1/2 est vecteur propre associé a
la valeur propre —1.

Exercice 215 : [énoncé]

Les valeurs propres de u sont racines des polynémes annulateurs donc du
polynéme minimal.

Soit a une racine de II,,. On a

I, =(X —a)Pet P(u) #0

car P ne peut étre annulateur de u.

Pour y € Im(P(u))\ {Og}, il existe z € E, y = P(u)(x) et II(u)(z) = 0 donc
(u—ald)(y) =0 avec y # Op.

Ainsi a est valeur propre de u (et y est vecteur propre associé).

Exercice 216 : [énoncé]
x4 =X?—(a+d)X + (ad — bc) annule matrice A.
On en déduit

_ 1
A7l = ad_bc((a+d)Ig—A)
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Exercice 217 : [énoncé]
xa=(X—X)...(X —\,) annule A en vertu du théoréme de Cayley Hamilton.

Exercice 218 : [énoncd]
Par Sarrus

xa = X(X?+ (a®> + V% + c2))
a) Si (a,b,¢) # (0,0,0) alors a® + b + ¢* > 0 et la matrice A n’est pas
diagonalisable sur R car son polynéme caractéristique n’est pas scindé.
Si (a,b,¢) = (0,0,0) alors A est la matrice nulle.
b) Si (a,b,c) # (0,0,0) alors la matrice A diagonalisable dans M3(C) car possede
trois valeurs propres distinctes a savoir 0 et +iva2 + b2 + 2.
Si (a,b,¢) = (0,0,0) alors A est la matrice nulle.
¢) Puisque 0 est la seule valeur propre réelle de A et puisque B est inversible si, et
seulement si, —\ est valeur propre de A, on peut conclure que B est inversible
pour tout X\ # 0.
d) Puisque le polyndme caractéristique est annulateur de A on a

A3 4 (a®> +b? + 2)A = O3

donc
(B — \I3)? + (a® + 0> + ) (B — \I3) = O3

Il suffit de développer et de réorganiser pour obtenir une expression du type
B(uB? +vB +wl3) = I3

et conclure
B! =uB? 4+ vB+wl; = aA? + BA+~I;

Exercice 219 : [énoncé]
Considérons le polynéme caractéristique de w :

Xu=X"+an 1 X" '+ 4 a1 X +ag avec ag = (—1)"detu # 0
Puisque x,(u) = 0, on obtient
U+ ap_u” Vot autagld=0

Par suite
U+ ap_u" " e aqu = —agld

En composant avec u~! & gauche on obtient

Wt g, u" 4+ agld = —aguT?

et on en déduit

1
—1 ; (unfl + an_luniz + 4 alIdE) c K [u]
0

Exercice 220 : [énoncé]

a) Si f est diagonalisable alors f est représenté par A\I,, dans une certaine base et
donc f est une homothétie vectorielle. La réciproque est immédiate.

b) Calculé dans une base de triangulation, x(z) = (z — \)™.

c) Xy est annulateur de f dans (f — A\d)" = 0.

Exercice 221 : [énoncé]

a) Le polynéme caractéristique de f est un polynéme de degré n annulant f.
Ainsi f" € Vect(Id, f,..., f*1). Par récurrence, on montre alors que pour tout
m >=n, f™ € Vect(Id, f,..., f*71).

Par suite f(z),..., fN=(x) € Vect(x, f(x),..., f"~(x)) puis

E = Vect(z, f(z),..., fN"(z)) donne E = Vect(z, f(z),..., f* *(z)). La famille
(@, f(x),..., f"1(z)) est alors génératrice et formée de n = dim E vecteurs de E,
c’est donc une base de E.

b) Les polynomes en f commute avec f.

Inversement, supposons que g € L(E) commute avec f. Puisque g(z) € E, on peut
écrire g(z) = apxr + a1 f(x) + -+ + an_1f" 1 (x).

Puisque f et g commute, on a encore

g(f*(2)) = aof*(x) + ar fH (@) + - - + an—1 f*T* ! (2) de sorte que les
endomorphismes g et agld + a1 f + -+ + an—1 "' coincident sur une base de F et
c’est donc égaux. Au final f est un polynome en f.

Exercice 222 : [énoncé]

a) A2M = AM B = M B? et ainsi de suite : APM = M BP pour tout p € N. Par
linéarité P(A)M = M P(B).

b) Considérons P = y 4. La relation P(A)M = M P(B) entraine M P(B) = O,,. Or
M # O,, donc la matrice P(B) n’est pas inversible. Par suite det(P(B)) = 0. Or

P:ﬁ(X—)\i)

i=1
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avec \; valeur propre de A donc il existe i € {1,...,n} telle que
det(A\; I, —B) =0

Ainsi A et B ont une valeur propre commune.

Exercice 223 : [énoncé]
Considérons T : P(X) — P(X +1). T est un endomorphisme de R,,_; [X] qui est
annulé par son polyndéme caractéristique de la forme

n—1

XT = X" + Zaka
k=0

Cela fournit directement la propriété voulue.

Exercice 224 : [énoncé]
a) Par le théoréme de Cayley Hamilton, on a

Xu(u) =0

avec X, polynome de coefficient constant detu # 0.
En écrivant

Xu(X) = XP(X) +detu

le polynéme
1
QX) = P(X)

detu

est solution.

b) Considérons I’endomorphisme v de K [X] qui envoie le polynéme P(X) sur
P(X/2).

On vérifie aisément v o v = vou = Id ce qui permet d’affirmer que u est inversible
d’inverse v.

Soit P = ap,X™ 4+ -+ a1 X + ag un polynéme de degré exactement n.

Si u(P) = AP alors par identification des coefficients de degré n, on obtient

A=2"

puis on en déduit
P=aqa,X"

La réciproque étant immédiate, on peut affirmer

Spu = {2"/n € N} et Ean(u) = Vect(X™)

Si par labsurde il existe @ € K[X] tel que

alors le polynéme non nul
XQ(X)-1

est annulateur de u. Les valeurs propres de u sont alors racines de celui-ci ce qui
donne une infinité de racines.
C’est absurde.

Exercice 225 : [énoncé]
L’implication directe est immédiate : elle découle de la stabilité par produit de
'espace des matrices triangulaires supérieures. Inversement, supposons A*

triangulaire supérieure pour tout k > 2. Introduisons le polynéme caractéristique
de A

P(X)=0a, X"+ -+ a1 X +det(A4)
Puisque celui-ci est annulateur de A, on peut écrire
an A" + -+ a1 A+ det(A)], = O,

En multipliant la relation par A et en réorganisant

A=
det A

et la matrice A est donc triangulaire supérieure.

Pour
1 -1
a=(1 )

nous obtenons un contre-exemple ott A¥ = Oy pour tout k > 2.

(1A% + -+ a, A"H)

Exercice 226 : [énoncé]
a) Si v est un endomorphisme, on a

dim v~ H(F) < dim F + dim ker v
Pour k € N,
ker(u — AIdp) ! = (u— N\Idg) ™" (ker(u — \ildg)F)

donc
dim ker(u — \Idg) ! < ker(u — \Idg)® + 1
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Ainsi, on obtient
Vk € N, dim ker(u — \Idg)* < k

Le polynéme caractéristique de u est

(X =)

q
=1

i
et celui-ci est annulateur de u. Par le lemme de décomposition des noyaux

E= 69 ker (u — \Idg)™

=1

et donc
q
dim E = Z dimker (u — N\ Idg)™
i=1
Or
dimker (u — N\ Idg)™ < n;
et
q
dim F = deg x,, = Zni
i=1
donc
V1 <i < g, dimker (u — N Idg)™ = n;

Enfin, par ’étude initiale
V1 <i<q,V0<m < n;ydimker (u — \Idg)™ =m

b) Si F' est un sous-espace vectoriel stable par u, le polynéme caractéristique @ de
up annule up et divise x,. On obtient ainsi un polynéme @ de la forme

q
m

HX A;)™ avec my; < ny

=1

vérifiant
F C ker Q(u)

Or, par le lemme de décomposition des noyaux

ker Q(u) = Zél ker(u — A\Idg)™

puis, en vertu du résultat précédent

dim ker Q(u Z m; = deg@Q = dim F’

=1

Par inclusion et égalité des dimensions
ker Q(u) =

¢) On reprend les notations qui précédent

q
F = & ker(u— N\Idg)™
i=1
On peut alors faire correspondre a F' le tuple (mq,...,mq).
Cette correspondance est bien définie et bijective car

ker(u — A Idg)™ C ker(u — A\ Idg)", E = EB ker(u — A;Idg)™

1=1
et
dimker(u — \Idg)™ = mi

Il y a donc autant de sous-espaces vectoriels stables que de diviseurs unitaires de
Xu-

Exercice 227 : [énoncé]
Puisque les entiers det A et det B sont premiers entre eux, on peut écrire par
I’égalité de Bézout

u.det A+v.det B=1 avec u,v € Z
On écrit x4(X) = XQa(X) 4+ (—1)"det A et de méme xp(X) (ces écritures sont
possibles car le déterminant est au signe pres le coefficient constant d’un
polyndme caractéristique).
Posons alors

U= (-1)""uQa(A) et V = (-1)"""vQp(B)

Puisque x4 et xp sont & coefficients entiers, on a U,V € M, (Z).
Puisque x4 et xp sont annulateurs, on a

Qa(A)A = (-

On observe alors

D" tdet A.I, et Qp(B)B = (—1)""'det B.I,

UA+4+ VB = (u.detA+v.det B)I,, = I,
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Remarquons que prendre
U = u'comA et V = vlcomB

était sans doute plus simple. . .
Pour

les matrices

conviennent. . .

Exercice 228 : [énoncé]
pa | xa = (X —1)? mais A n’est pas diagonalisable, donc pa = (X — 1)2.

Exercice 229 : [énoncé]
a) Notons aj, ..., a, les composantes de x dans une base de diagonalisation B de
f. La matrice de la famille (z1,...,z,) dans la base B est

041>\1 Otl)\?

QnAp oo QAL

avec Aq, ..., A\, les valeurs propres de f comptées avec multiplicité. Cette matrice
est de rang n, si, et seulement si,

A1 AT
Qat,...,an #0et D 1#0
An oo AD

n

Par déterminant de Vandermonde, on peut assurer ’existence de x tel que voulu
si, et seulement, si les valeurs propres de f sont deux a deux distincts et non
nulles. N’importe quel x aux composantes toutes non nulles est alors convenable.
b) Les polynoémes en f commutent avec f.

Supposons que g soit un endomorphisme de ' commutant avec f.

On peut écrire g(z1) = a1x1 + -+ - + anxy, = P(f)(x1) avec

P=ai+as X +---+ an_anfl.

On a alors

9(x2) = g(f(x1)) = f(g(21)) = F(P(f)(21)) = P(f)(f(21)) = P(f)(2).

Plus généralement, en exploitant x, = f*~!(z;), on obtient g(zx) = P(f)(zs).
Les endomorphismes g et P(f) coincident sur les éléments d’une base, ils sont
donc égaux. Finalement, le commutant de f est exactement formé des polynémes

en f.

Si le polyndome minimal IT; de f est de degré < n alors la famille (Id, f, ..., f*~1)
est liée et alors pour tout = € E, la famille (x, f(x),..., f"~1(x)) I'est aussi. Cela
contredit I’hypothese de départ. On peut donc affirmer que degIly > n et puisque
Iy | x¢, on a Iy = (—1)xs avec x¢ polynoéme caractéristique de f.

Exercice 230 : [énoncé]
A est symétrique donc diagonalisable.

Xa= (X~ (a+(n—=1)b)(X — (a—0)""
Sp(4) ={a+ (n—1)b,a—b} (sin > 2)
ma=(X—(a+(n—1)b)(X —(a—0))
A est inversible si, et seulement si, 0 ¢ Sp(A) i.e. a+ (n—1)b# 0 et a # b.

a (b) x (v) a (8)

® o) \w e ® o

avec

a=azx+ (n—1)by
B=ay+bxr+ (n—2)by

Il suffit alors de résoudre le systeme

ar+ (n—1by=1
bxr+ (a+(n—2)b)y=0

pour expliciter A1,

Exercice 231 : [énoncé]

a) Il est clair que L est linéaire.

Sitr(M) =0 alors L(M) = aM.

a est valeur propre de L et le sous-espace propre associé est 'hyperplan des
matrices de trace nulle.
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Si tr(M) # 0 alors L(M) = AM implique M € Vect(l,). Or L(I,,) = (a +n)I,
donc a + n est valeur propre de L et le sous-espace propre associé est la droite
Vect(1,).

L’endomorphisme L est donc diagonalisable et par suite

ML (X) = (X —a)(X = (a+n))

b) En dimension finie, L est un automorphisme si, et seulement si, 0 ¢ Sp(L) i.e.

a#0,—n.
Puisque
L? — (2a+n)L +a(a+n) =0
on a
1
Ll'=— (L-(2 I
L et
et donc
1
LY (M)= ——(tr(M)I,, — M
(M) = g (KO = (a4 M)

Exercice 232 : [énoncé]

a) Il est immédiat que L est un endomorphisme de M,,(R).

Sp(L) = {a,a +n}, E,(L) = ker(tr) et E,y,(L) = Vect(I,),

I, = (X —a)(X — (a+n)) car L est diagonalisable et donc son polynéme
minimal est le polynéme simple dont les racines sont les valeurs propres de L.
b) Par une base de diagonalisation, det L = a"zfl(a +n) et donc L est un
automorphisme si, et seulement si, a # 0, —n.

Par le polynome minimal, on a L? — (2a + n)L + a(a + n)Id = 0 et donc

1

Ll=——
ala +n)

((2a+n)Id - L)

Exercice 233 : [énoncd]

A? = —I,,,. On observe que X? + 1 est annulateur de A.

Si K = C alors A est diagonalisable car annule le polynéme X2 4 1 qui est scindé
a racines simples.

Si K = R alors A n’est pas diagonalisable car sans valeurs propres. En effet une
valeur propre (réelle) de A doit étre annulé par le polynome X2 + 1.

Exercice 234 : [énoncé]

a) A2 =-1I 2n-

b) X2+ 1= (X —4)(X +1) est annulateur de A et scindé simple donc A est
diagonalisable. De plus A est réelle donc ses valeurs propres sont deux a deux
conjuguées, deux valeurs propres conjuguées ont méme multiplicité. Puisque les
valeurs propres figurent parmi les racines de X2 + 1 et que la matrice complexe A
possede au moins une valeur propre, on peut affirmer que i et —i sont les deux
seules valeurs propres de A, qu’elles sont de multiplicité n. Enfin les sous-espaces
propres associés sont de dimension n car A est diagonalisable et donc les
dimensions des sous-espaces propres égales la multiplicité des valeurs propres
respectives.

Exercice 235 : [énoncé]

Soient P € M, (K) une matrice de permutation et ¢ la permutation associée. Il
existe ¢ € N* tel que 07 = 1Id et donc P? = I,,. La matrice P annule alors X? — 1
qui est scindé a racines simples donc P est diagonalisable.

Exercice 236 : [énoncé]

a) Si M n’est pas inversible, il existe une colonne X non nulle telle que M X =0
et alors I'identité de 1’énoncé donne ‘M X = X donc 1 € Sp(*M) = SpM.
Inversement, si 1 € SpM alors il existe une colonne X non nulle telle que

MX = X et alors l'identité de ’énoncé donne *M X = 0 et donc *M n’est pas
inversible. Or det(*M) = det M donc M n’est pas inversible non plus.

b) La relation donnée entraine

(‘M)* = (I, — M?)* = M* —2M° + 1,

Or
(‘M) =t (M?)=1,-M

donc
M*—oM?+1,=1,—-M

et donc la matrice M est annulé par le polynéme
PX)=X"—2X?’ 4+ X=X X-1)(X*+X-1)

C’est un polynéme scindé a racines simples donc la matrice M est diagonalisable.
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Exercice 237 : [énoncé]
On a
(M? —2I,)* = (‘M)* =Y(M?) =21, — M

On en déduit le polynéme annulateur de M suivant
X*—4X?+ X +2
qui se factorise
XY 4X? 4+ X +2=(X - 1)(X +2)(X —a)(X — p)

avec

14+5 1-5
a= 5 et f = 5

Puisque la matrice M annule un polynoéme réel scindé a racines simples, cette
matrice est diagonalisable.

Exercice 238 : [énoncé]
La relation donnée entraine

(‘M) = (I, — M) = M* —2M? + 1,
Or
(‘M) =t (M?) =1,- M

donc
M*—oM?>+1,=1,—M

et donc la matrice M est annulée par le polyndéme
PX)=X*" 22X’ 4+ X =X(X-1)(X?*+X 1)

Les valeurs propres possibles de M sont les racines de ce polynome.

Chacune de celles-ci peut étre valeur propre. En effet pour les racines de

X2 4+ X — 1, il suffit de considérer une matrice diagonale avec les coefficients
diagonaux correspondant aux racines. Pour les racines de X (X — 1), il suffit de

considérer
M=1 ( b )
2 i1

La matrice M n’est pas nécessairement symétrique comme le montre I’exemple au
dessus.

La matrice M annule un polynéme scindé a racines simples, elle est donc
diagonalisable.

Exercice 239 : [énoncé]

a) La matrice A annule le polyndme X? — 1 qui est scindé simple dans C [X] donc
A est diagonalisable dans M (C).

b) Les valeurs propres « et 8 sont racines du polynéme annulateur donc

aP = P = 1. En particulier || = |5] = 1.

Puisque det A=af =1, onaa=1/3= 3/ |[3’|2 =A.

Enfin, trA = 2Re(«) € Z et 2Re(«) € [—2,2] car |a| < 1 donc |Re(a)| € {0,1/2,1}.
c) Selon la valeur de Re(a) et sachant |a| = 1, les valeurs possibles de a sont

—1,4,i,—5%1

et leurs conjuguées.

Dans tous les cas, on vérifie '? =1 et on a aussi 8'? = 1.

Puisque A est semblable & la matrice diagonale D = diag(a, ) et que celle-ci
vérifie D2 = I, on a A2 = I,.

d) On vérifie aisément que G est un sous-groupe du groupe (GL2(C), X) et puisque

G={I,A A% . A"

G est un groupe monogene fini.

Exercice 240 : [énoncé]
a) Par récurrence

) Ak kAR
k_
w0 )

puis on étend par linéarité.

b) Si M est diagonalisable alors M annule un polynéme scindé simple P et les
calculs précédents montrent que A annule aussi ce polynome. Par suite A est
diagonalisable. De plus A annule aussi le polynéme X P’ de sorte que si A est
valeur propre de A alors A est racine commune de P et de XP’. Or P n’a que des
racines simples donc P et P’ n’ont pas de racines communes d’ott A = 0. A est
diagonalisable et Sp(A) = {0} donne A = 0.

Ainsi M est diagonalisable si, et seulement si, A = 0.

Exercice 241 : [énoncé]
a) Par récurrence et en exploitant AB = BA

AR AR
k _
v M)

puis on étend par linéarité.
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b) Si M est diagonalisable alors M annule un polynéme scindé simple P et les
calculs précédents montrent que A annule aussi ce polynéme. Par suite A est
diagonalisable semblable a une matrice

A1 (0)

© A

avec A1, ..., A\, les valeurs propres de A qui sont racines de P.
De plus, on a

et la matrice P’(A) est semblable &

P'(\) (0)

© PO

Puisque les racines de P sont simples et que les Aq,..., A, sont racines de P, on a
P'(A1),...,P'(\,) # 0. On en déduit que la matrice P’'(A) est inversible et
l'identité P’'(A)B = O,, donne alors B = O,,.

Ainsi, si M est diagonalisable, A est diagonalisable et B est nulle. La réciproque
est immédiate.

Exercice 242 : [énoncé]
Notons M la matrice étudiée et supposons celle-ci diagonalisable.
Il existe un polynéme P scindé simple annulant M. Puisque

P =( 750 by ) =0m

le polynome Pannule aussi la matrice A qui est donc nécessairement
diagonalisable.

De plus, puisque xar = X%, les matrices A et M ont les mémes valeurs propres et
on a ’égalité suivante sur leurs multiplicités :

\ONS SpA,mA(M) = 2m>\(A)
ce qui entraine I'égalité suivante sur la dimension des sous-espaces propres

VA € SpA,dim Ex(M) = 2dim Ex(A)

et enfin I’égalité de rang suivante

VA € SpA,rg(M — Aay,) = 2rg(A — Al,)

A— )\, B
rg(M—)\Ign):rg< o A\ >

La matrice A étant diagonalisable, on peut écrire A = PDP~! avec P inversible et

Alq, (0)
D — oL .
(0) Amla,,
ol A1, ..., Ay, sont les valeurs propres distinctes de A et a, = dim E), (A).
En considérant la matrice inversible Q) = ( g g >, on a
D C
-1 _ _ p-1
Q MQ—(O D avec C = P7"BP.
On écrit la matrice C' par blocs selon la méme décomposition que A :
Ol,l e Ol,m
C= : : avec C; j € Maty, o, (K)
Cm 1 Cm m

et la condition

A=\, B B
g ( 0 Ay — AL ) = 2rg(A — A\ 1)

se relit apreés formule de passage Cy r = O, -

Inversement, si la matrice A est diagonalisable et s’il y a nullité des blocs
diagonaux d’une représentation de B dans une base adaptée a la décomposition
de K™ en somme de sous-espaces propres de A alors on peut reprendre dans
I’autre sens I’étude qui précede pour affirmer que M est diagonalisable.

Exercice 243 : [énoncé]

Soit M solution.

Puisque le corps de base est C, la matrice M est semblable a une matrice
triangulaire supérieure ou figure sur la diagonale les valeurs propres de M
comptées avec multiplicité.

Puisque tr(M) = n, la somme des valeurs propres de M comptées avec
multiplicité vaut n.
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Or les valeurs propres de M sont racines du polynome X° — X2 = X2(X3 — 1),
elle ne peuvent donc qu’étre 0, 1,5 ou j2. Notons p,q,r et s les multiplicités de
chacune; on a trM = ¢+ rj + sj2 = n. Puisque les parties réelles de j et j2 valent
—1/2, la seule possibilité est que ¢ = n,r = s = 0 et alors p = 0.

En particulier 0 n’est pas valeur propre de M et donc M est inversible.

La relation M® = M? donne alors M3 = I,, et donc M est diagonalisable puisque
M annule un polynoéme scindé simple. Finalement M est semblable a I,, donc
égale I, car sa seule valeur propre est 1.

Inversement, la matrice I,, est solution.

Exercice 244 : [énoncé]
a) On vérifie par le biais des relations proposées

M? — (A + p)M + Auly, = O,

On en déduit

1

M(wIP—M) =1,
Al Al

Par le théoreme d’inversibilité, M est inversible et

_ A p 1
Mt =" - —M
e P
b) M —puly=(A—p)Aet M — N, =(p—NB.

Or
(M = pulp)(M = M) = M? — (A + )M + Al = Oy
donc (A — p)?AB = O, puis AB = O,, car \ # p.
Puisque A = A x I, = A> + AB = A% A est un projecteur.
Il en est de méme pour B.
¢) M annule le polynéme scindé simple

X2 = A+ )X + A= (X = N)(X - p)

La matrice M est donc diagonalisable et Sp(M) C {A, u}.

I se peut que cette inclusion soit stricte, c’est le cas si M = A, avec A =1, et
B =0,.

En tout cas, le spectre n’est pas vide car M est diagonalisable.

Exercice 245 : [énoncd]
On remarque
C*—C*=3A+3B=3C

La matrice C' annule donc le polynéme
X? - X?-3X

On vérifie aisément que ce polynéme est scindé a racines simples et on peut donc
affirmer que C' est diagonalisable. Or

A=C3-92C%et B=C+2C?-C3

donc A et B sont diagonalisables.

Exercice 246 : [énoncé]
a) L’implication (<) est immédiate
(=) Par récurrence sur n > 2.
Casn=2
Soient z1, 20 € C* tels que
|21 4 22| = |21] + |22

En posant v = z3/21, on a alors (car z; # 0)
Ltal =1+

En écrivant u = a + ib avec a,b € R et en élevant au carré 'identité précédente, on
obtient

(1+a)* +b* =14 2/a? + b2 + a® + b*
et cette identité est vérifiée si, et seulement si, a € RT et b = 0 ce qui permet
d’écrire z9 = anzy avec as = a € RT.
Supposons la propriété établie au rang n > 2.

Soient z1,...,zn, 211 € C avec 21 # 0 tels que
n+1 n+1
>k =Dl
k=1 k=1

Par 'inégalité triangulaire

n+1
Lzl <3 Ll
k=1

n+1

n
> <D
k=1 k=1
et puisque les termes extrémaux sont égaux on a

n n
>z =Dl
k=1 k=1

<
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donc par hypothese de récurrence on peut écrire pour tout k > 2
2 = apz1 avec ap = 0

On en déduit .
sz:(1+a2+--~+an)z1 #0
k=1

et puisque
n

Z Zk + Zn+1

k=1

n
D

k=1

+ [2n+1]

I’étude du cas n = 2 permet d’écrire

n

Zntl =@ E Zk = Qipt1%2] AVeC Qpy1 € RT
k=1

Récurrence établie.

b) Si M € M,,(C) vérifie M™ = I,, et trM = n alors cette matrice est
diagonalisable (car annule le polynéme scindé a racines simples X™ — 1) et ses
valeurs propres Ay, ..., A, vérifient

M+ FA=n
Or les valeurs propres vérifient aussi
Vi<k<n =1
et elles sont donc de module 1. Nous sommes donc dans la situation ou
AL+ A = A+ 4 A

Puisque A; # 0, on peut écrire Ay, = a1 pour tout k > 2 avec ay, > 0. Or tous
les A\ sont de module 1 donc les oy sont égaux a 1 et par suite

Al=...= )\,
Enfin puisque la somme des valeurs propres vaut n, on peut conclure
AM=...= )\, =1

et finalement M = I,, car la matrice M est semblable & I,,.
La réciproque est immédiate.

Exercice 247 : [énoncé]
a) Pour

0 0 1
A:(O _01>etB: 1 00
010

on vérifie A* = I, et B3 = I3. On en déduit M'2 = I5.

Puisque M annule le polynéme X2 — 1 scindé simple sur C [X], la matrice M est
diagonalisable dans M5 (C).

b) Posons x = (1,0,1,0,0), on a m(x) = (0,1,0,1,0), m?(z) = (—1,0,0,0,1),
m3(x) = (0,—1,1,0,0) et m*(z) = (1,0,0, 1,0). On vérifie aisément que la famille
correspondante est une base de R® en observant par exemple qu’elle est
génératrice.

Puisque m®(z) = (0,1,0,0, 1), matrice de m dans cette nouvelle base est

0 0

O = O OO
_ o O OO
_ O =

0
1
0
0

oo o

Exercice 248 : [énoncé]

a) X2 —2X annule A.

b) Puisque A? — 24 = A(A —2I5) = Oz, on a (M? + M)(M? + M — 2I,) = Os.
On en déduit que

PX)=(X?+X)(X?+ X -2)=X(X +1)(X - 1)(X +2)

est annulateur de M.
On en déduit que M est diagonalisable et que ces valeurs propres possibles sont
0,—1,1,2.
¢) Notons A et p les deux valeurs propres de M.
Celles-ci ne peuvent étre égales car si A = p alors M = A\I; n’est pas solution de
I’équation.
Cas A=0et u=1
On a M(M — I) = Oy donc M? — M = O,. Combinée a la relation M2 + M = A,
on obtient ]
M=-A
2

Cas A=0et p=-2
Un raisonnement analogue donne

M=-A
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Cas A=0et p=—-1
On a M? 4+ M = O, et donc ce cas est impossible etc.

Exercice 249 : [énoncé]
Posons
1 1
=(1)
On obtient aisément SpA = {0, 2}

a) Soit M une matrice solution de I'équation M? + M = A.
Si A est valeur propre de M alors A% + X est valeur propre de A et donc

M4A=0ouN4+A=2
On en déduit
Aef{0,-1,1,-2}
b) Posons
PX)=XX+1)X-1)(X+2)=(X*+X)(X*+X -2)
On a
P(M) = A(A —2L) = O,

Puisque M annule un polynoéme scindé a racines simple, la matrice M est
diagonalisable.

Notons A et u ses deux valeurs propres. Puisque A? + A et p? + u correspondent
aux deux valeurs propres de A, on a, quitte a échanger \ et p :

Ae{0,-1} et pe {1,-2}

Il y a alors quatre situations possibles :

Cas A=0et p=1

Ona M(M — 1) = Oy donc M2 — M = Oy. Combinée a la relation M2 + M = A,
on obtient

1
M==-A
2
Cas A=0et u=-2
Un raisonnement analogue donne
M=-A
Cas A= —1
On obtient

M:A_IQEtM:_IQ_%A

Inversement, on vérifie par le calcul que ces matrices sont solutions.

Exercice 250 : [énoncé]

a) Puisque p* = p?, une valeur propre A doit vérifier A* = A\? donc A € {—1,0,1}.
b) Si p est diagonalisable alors sa matrice A dans une base de vecteurs propres
sera diagonale avec des —1,0 ou 1 sur la diagonale. Comme alors A2 = A on a
P =p.

Si p? = p alors p est annulé par un polynéme scindé & racines simples donc p est
diagonalisable.

Exercice 251 : [énoncé]

Si 1 et —1 sont les seules valeurs propres alors f € GL(E) et la relation f* = f2
donne f2 =1d ce qui fournit un polyndme annulateur scindé & racines simples et
permet de conclure.

Si 1 et —1 ne sont pas les seules valeurs propres c’est que 0 est aussi valeur propre
car les valeurs propres figurent parmi les racines de tout polynéme annulateur. f
présente alors 3 = dim E'valeurs propres distincts donc f est diagonalisable.

Exercice 252 : [énoncé]

©*(M) = P(PM + MP)+ (PM + MP)P = PM +2PMP + MP car P?> = P.
©*(M)=PM +6PMP + MP.

Par suite p3(M) — 3p?(M) = —2PM — 2M P = —2p(M).

Ainsi ¢ annule le polynéme X3 — 3X2% +2X = X(X — 1)(X —2).

Puisque ce polyndme est scindé simple, ’endomorphisme ¢ est diagonalisable.

Exercice 253 : [énoncé]

a) Puisque u? = u, par annulation d’un polynéme scindé simple, on peut affirmer
que u est diagonalisable de valeurs propres possibles 0,1, —1. Par les égalités

tru = 0 et tru? = 2n on peut affirmer qu’il existe une base de R?"*1 dans laquelle
la matrice de u est de la forme

L, 0 O
A= 0 -1, O
0 0 0

Les matrices commutant avec A étant celle de la forme

M 0 0
0 N 0
0 0 «

avec M, N € M,,(R), on peut affirmer
dim C(u) = 2n* + 1
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b) I, = X3 — X donc dimR [u] = 3 et par suite C(u) = R [u] si, et seulement si,
n =1

Exercice 254 : [énoncé]
a) Si A% = A alors f3 = fa. fa est une projection donc diagonalisable.
b) Pour tout P € R[X], on observe P(fa): M — P(A)M de sorte que

P(fa) =0 P(A)=0

Tout endomorphisme étant diagonalisable si, et seulement si, il annule un
polynéme scindé simple, on peut conclure.

Exercice 255 : [énoncé]
a) oui.
b) Si A est inversible alors M — A~'M est clairement application réciproque de

f.

Si f est inversible alors posons B = f~1(I,,). On a AB = I,, donc A est inversible.

¢) On observe que f*(M) = A"M donc pour P € C[X],

Par suite P est annulateur de f si, et seulement si, il est annulateur de A.
Puisque la diagonalisabilité équivaut a I’existence d’un polynéme annulateur
scindé a racines simples, on peut conclure.

Exercice 256 : [énoncé]
a) En développant, on vérifie (f — ald) o (f — BId) = 0.

L’endomorphisme f annule un polynéme scindé simple, il est donc diagonalisable.

De plus Spf C {a, }.

On af(x) = ax & fv(x) = av(x) & v(x) = 0.

b) On a (f — fId) = (o — Pu et (f — ald) = (8 — a)v.

La relation (f — ald) o (f — 81d) = 0 donne v o u = 0 et par un calcul symétrique

on obtient aussi uowv = 0.

On en déduit u = uoId = u? + u o v = u? et donc u est une projection vectorielle.

De plus keru = ker ((a — 8)u) = ker(f — SId) et
Imu = ker(Id — u) = kerv = ker(f — ald).
¢) Par récurrence " = a"u+ "v.

Exercice 257 : [énoncé]

Par élimination de u, on a f2 —af = B(8 — a)v et f3 —af? = 23 — a)v.
Par élimination de v, on obtient f o (f —ald) o (f — 8Id) = 0.

Ainsi P = X(X — a)(X — () est annulateur de f.

Casa#pfeta,f#£0

f est diagonalisable car annule un polynéme scindé simple.

Casa=£=0

f est diagonalisable car f est ’endomorphisme nul.

Cas S =0et a#0.

On a f? — af = 0 donc f est diagonalisable car annule le polynéme scindé simple
X(X —a).

Casa=0et g #0.

Semblable.

Cas a = #0.

Ona f=alu+v) et f2 =a?(u+v) donc a nouveau f? — af = 0.

Dans tous les cas, I’endomorphisme f est diagonalisable.

Exercice 258 : [énoncé]
a) On a
P (f)=p’ofos’=pofos=¢(f)
L’endomorphisme ¢ annule le polynéme X% — X = X(X — 1)(X + 1).
Ce polynoéme étant scindé simple, ’endomorphisme ¢ est diagonalisable.
b) Les valeurs propres possibles de ¢ sont 0,1, —1.
En raisonnant dans une base adaptée a la décomposition F = F' @ G, les matrices
de p et s sont de la forme

I. O ¢ I, O
o o)\ o -
avec r = dim F' et s = dim G. La matrice de f sera dans une méme décomposition

par blocs de la forme
A B
C D

et par calcul la matrice de ¢(f) sera

A -B

O O
Il est alors facile de résoudre les équations ¢(f) = Af pour A =0,1,—1.
On obtient

Eo(¢) ={f € L(E)/Imf C G}
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Ei(¢p)={f € L(E)/G Cker f et Imf C F}

et
E_1(¢) ={f € L(E)/F Cker f et Imf C G}

Exercice 259 : [énoncé]
a) On a
F(f(M)) =M+ (2+ tr(AB))tr(AM)B
donc
P(X)=X?—-(2+tr(AB))X + 1 +tr(AB)

est annulateur de f. Les racines de ce polynéme sont 1 et 1 + tr(AB).

Si tr(AB) # 0 alors f est diagonalisable car annulé par un polynéme scindé
simple.

Pour M appartenant & I’hyperplan défini par la condition tr(AM) =0, on a
f(M)=M.

Pour M € Vect(B) # {0}, ona f(M) = (1 +tr(AB))M.

Ce qui précede détermine alors les sous-espaces propres de f.

Si tr(AB) = 0 alors 1 est la seule valeur propre possible de f et donc f est
diagonalisable si, et seulement si, f = Id ce qui donne la conditio

VM € M, (R), tr(AM)B = O,

Cette propriété a lieu si, et seulement si, A = O,, ou B = O,,.
b) Si A= 0,, ou B =0, alors f =1d et donc

dim C = n*

Si tr(AB) # 0 alors f est diagonalisable avec des sous-espaces propres de
dimensions 1 et n? — 1. On en déduit

dimC =1+ (n* —1)?
Il reste a étudier le cas complémentaire
tr(AB)=0et A=0, ou B=0,

Considérons une base de 'hyperplan de M,,(R) donnée par I’équation
tr(AM) = 0 dont le premier éléments serait B. Complétons celle-ci en une base de
M, (R). La matrice de f dans cette base est de la forme

1 0) A

avec A # 0

En étudiant la commutation avec une telle matrice, on obtient

dimC =n*—2n%2+2

Exercice 260 : [énoncé]
On observe

Fo f(M) = tr(A) (tr(A)M — tr(M)A) — tr (tr(A)M — tr(M)A) A = tr(A) f(M)

Ainsi
fof=t(A).f

Si trA # 0 alors ’endomorphisme f est diagonalisable car annule le polynéme
X? —tr(A)X qui est scindé a racines simples.
Si trA = 0 alors les valeurs propres de f figurent parmi les racines du polynéme
X?2. Seule 0 peut donc étre valeur propre de f et par conséquent f est
diagonalisable si, et seulement si, f = 0. Ceci correspond au cas A = O,,.
Déterminons maintenant les sous-espaces propres de f.
Le cas A = O,, est immédiat. Supposons-le désormais exclu.
Si tr(M) = 0 alors

f(M) =tr(A)M

Pour M matrice de 'hyperplan des matrices de trace nulle, f(M) = AM avec

A = tr(A). On en déduit que tr(A) est valeur propre de M et le sous-espace propre
associé est de dimension au moins n? — 1.

Dans le cas ou tr(A) = 0, 'endomorphisme n’est pas diagonalisable et la
dimension du sous-espace propre associé & la valeur propre tr(A) est exactement
n? — 1.

Dans le cas ou tr(A) # 0, 'endomorphisme f est diagonalisable et donc la
dimension des sous-espaces propres des valeurs propres 0 et tr(A) sont
respectivement 1 et n? — 1.

Exercice 261 : [énoncé]

a)p+qg=1d,pog=0car (u—ald)(u—bld) =0,p=pold =pop+pog=pop,
aussi goqg=q viaqop=0.

b) ker p = ker(u — ald), ker ¢ = ker(u — bId) et (u — ald)(u — bld) = 0 donne par le
lemme de décomposition des noyaux, F = ker p @ ker q.

¢) u est diagonalisable car annule un polynéme scindé simple,

Sp(u) = {a,b}, E.(u) = kerp, Ep(u) = ker ¢ & moins que u = ald ou u = bld.
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Exercice 262 : [énoncé]
f est diagonalisable car annule le polynéme

X3 —4X = X(X -2)(X +2)

scindé simple. Les valeurs propres de f figurent parmi {—2,0,2} et donc la trace
de f qui est la somme de ses valeurs propres comptées avec multiplicité est paire.

Exercice 263 : [énoncé]

A annule un polynome scindé a racines simples (1,7 et —i) donc A est
diagonalisable dans M,,(C).

Les valeurs propres possibles de A sont 1,7 et —i. Puisque tr(A) € R, la
multiplicité de ¢ égale celle de —i.

Par suite det(4) = 1.

Exercice 264 : [énoncé]
A est diagonalisable sur C semblable a une matrice D = diag(—1,, —jl,, —j1,)
donc

trA=trtD=-—p—q(j+j)=q—p€EZ

Exercice 265 : [énoncé]
Le polynéme
X2+ X244 X = X(X—j)(X—j7

annule la matriceA. Ce polyndéme étant scindé a racines simples dans C, la
matrice A est diagonalisable dans M,,(C). De plus

SpA € {0,4,5%}

Puisque la matrice A est réelle, les valeurs propres j et j2 ont méme multiplicité
p € N. La diagonalisation complexe de A comporte alors p nombres j et p
nombres 52 sur la diagonale, les éventuels autres coefficients diagonaux étant nuls.
La matrice A est alors de méme rang que cette matrice diagonale, c’est-a-dire 2p.

Exercice 266 : [énoncé]

La matrice A est diagonalisable car A annule un polynéme scindé simple.

Les racines complexes du polynéme caractéristique x4 de A sont conjuguées et
valeurs propres de A donc racines du polynéme annulateur X™ — 1.

Si les deux racines de x4 sont réelles alors SpA C {—1,1} et A est semblable &

10 1 0 -1 0
01)'\o —1)°" 0o -1
et donc A2 = Is.

Sinon les racines de y 4 sont complexes conjuguées z, z non réelles. Leur somme
sera 2Re(z) € [—2, 2], leur produit zz = |z|2 = 1. La matrice A étant de plus &
coefficients entiers, 2Re(z) € Z. Les polynémes caractéristiques de A possibles
sont alors X2 —2X +1, X2 - X+1, X241, X2+ X +1et XZ24+2X +1.

Les cas X2 —2X + 1 et X2+ 2X + 1 sont & éliminer car correspondant & des
racines réelles (et déja traités).

Dans chaque autre cas, le polynéme X'2 — 1 est multiple du polynéme
caractéristique et donc annulateur.

Exercice 267 : [énoncé]

Si A € E,, alors A est diagonalisable et ses valeurs propres sont des racines de
I'unité. Ces valeurs propres sont aussi racines du polyndéme caractéristique de A.
Or les coefficients de ce polyndme sont entiers et, par les expressions des
coefficients d’un polynéme scindé en fonction de ses racines complexes (ici de
module 1), on peut borner les coefficients du polynéme caractéristique de A. Par
suite, il n’y a qu’un nombre fini de polyndémes caractéristiques possibles pour un
élément A € E,,. Ces polynémes ont eux-mémes qu’'un nombre fini de racines et il
n’y a donc qu'un nombre fini de racines de 'unité possibles pour les valeurs
propres de A € E,,.

On peut alors affirmer qu’il existe N € N* tel que toutes les valeurs propres A des
matrices A € E,, vérifient AN = 1. On a alors aussi AV =1 (car A est
diagonalisable) et donc w(A) < N. Ainsi w(E,,) C [1, N].

Exercice 268 : [énoncé]
J annule un polynome scindé & racines simple et f|p aussi.

Exercice 269 : [énoncé]
Le sous-espace vectoriel F' = Vect(ey, es) est stable par u et 'endomorphisme

induit par u sur F' a pour matrice
1 1
0 1
dans (eq, ez).

Or cette matrice n’est pas diagonalisable donc ’endomorphisme induit par u sur
F n’est pas diagonalisable et donc u ne ’est pas non plus.
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Exercice 270 : [énoncé]

Si f et g sont simultanément diagonalisables alors on peut former une base de
chaque sous-espace propre de f a l'aide de vecteur propre de g. Par suite les
sous-espaces propres de f sont stables par g et inversement.

Supposons que les sous-espaces propres de f soient stables par g. f étant
diagonalisable, F est la somme directe des sous-espaces propres de f. Sur chaque
sous-espace propre de f, la restriction de g définit un endomorphisme
diagonalisable car annulé par un polynome scindé a racines simples (car g
diagonalisable). Cela permet de construire une base de diagonalisation simultanée.

Exercice 271 : [énoncé]

Si f et g sont simultanément diagonalisable alors leurs représentations diagonales
commutent donc f et g commutent.

Si f et g commutent alors g laisse stable chaque sous-espace propre Ey(f) et donc
la restriction de g a celui-ci est diagonalisable dans une certaine base B). En
accolant les bases By, pour A € Sp(f) on obtient une base ou f et g sont
représentés par des matrices diagonales.

Exercice 272 : [énoncé]

a) Une base de vecteur propre de u est aussi une base de vecteur propre de P(u).
b) La réciproque n’est pas vraie en toute généralité comme le montre le cas d’un
polyndéme constant.

En revanche, on peut montrer que la réciproque est vraie si deg P = 1.

Exercice 273 : [énoncé]
a) Une base diagonalisant f diagonalise aussi f? et permet d’affirmer

rgf =rgf>

Sachant ker f C ker f2, on obtient ker f = ker f2 par égalité des dimensions.

b) Posons
0 1
=(00)

Un endomorphisme représenté par A n’est pas diagonalisable alors que son carré
est nul et donc diagonalisable.

c) Supposons f diagonalise et ker f = ker f2. Soit P le polynome minimal de f2.
Celui-ci est scindé & racines simples car f? est diagonalisable.

Cas 0 n’est pas racine de P.

On peut écrire

p
P=]](X-X)avec VI <i<n\#0
i=1

Pour chaque A;, posons §; et —J; les deux solutions complexes de ’équation
2’2 == )\7

Considérons ensuite

Q=

i

P
(X = 6:)(X +6i)

=1

Le polynéome Q est scindé a racines simples et Q(f) = P(f?) = 0.

On en déduit que f est diagonalisable.

Cas 0 est racine de P.

On peut écrire
P

P=X]](X—X\)avec V1 <i<n, A #0

i=1

En reprenant les notations ci-dessus, et on considérant le polynéme

Q=[x -6)(X+45)

~
—

on a

Ainsi
ImQ(f) C ker 2

or ker f2 = ker f donc
fQ(f) =0

Ainsi f annule le polynéme scindé a racines simples

R:Xﬁ(X_(Si)(X+5i)

i=1

On en déduit a nouveau f diagonalisable.

Exercice 274 : [énoncé]
a) u est diagonalisable si, et seulement si, © annule un polynéme scindé & racines
simples.
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ou encore :

u est diagonalisable si, et seulement si, le polynéme minimal de u est scindé a
racines simples.

b) Si u est diagonalisable, il est clair que u? I'est aussi.

Inversement, si u? est diagonalisable alors son polynéme annulateur est scindé a
racines simples : (X — A)...(X — ).

Puisque u € GL(FE) : V1 <i < p, A; # 0 car 0 n’est pas valeur propre de u.
Notons o; et §; les deux solutions de I’équation 22 = ;.

Puisque (u? — A\Id)o...o(u? —A,Id) =0 on a

(u—aild) o (u—piId)o...o(u—ayld) o (u— BpId) = 0.

Ainsi v annule un polyndme scindé & racines simples. Par suite u est
diagonalisable.

¢) Si u est diagonalisable alors P(u) I'est aussi.

Inversement, si P(u) est diagonalisable alors son polyndéme minimal est scindé a
racines simples (X — A1) ... (X — \p) ol les \; sont les valeurs propres de P(u).
Le polynéme (P(X) — A1) ... (P(X) — Ap) est alors annulateur de u.

Les facteurs P(X) — A; sont sans racines communes.

Le polynéme minimal M de u divise (P(X) — A1) ... (P(X) — Ap).

Si w est racine au moins double de M alors w est racine au moins double de 'un
des facteurs P(X) — A; donc racine de P’.

Or w est aussi valeur propre de u donc P’'(w) = 0 est valeur propre de P’ (u).
Cependant P'(u) € GL(E), c’est donc impossible.

Par suite les racines de M sont simples et u est donc diagonalisable.

Exercice 275 : [énoncé]
Soient Aq, ..., A, les valeurs propres deux a deux distinctes de P(u).
Posons

Q=[x =)
k=1

@ est un polynéme annulateur de P(u) donc
I (P(w) = Addg) =0
k=1

n
Posons Qr = P — A\i. Le polynéme [] Qj est annulateur de u et les racines d’un
k=1
polynome @y, sont distinctes de celles d’un polynéme Q, avec k # £ car g # Ag.

De plus si « est racine multiple de Q) alors P(a) = i et Q}.(c) = P'(a) =0 ce
qui est exclu par hypothese.

n
Par conséquent le polynéme [] Qp est scindé simple donc u est diagonalisable.
k=1

Exercice 276 : [énoncé]

Si A est diagonalisable, on peut écrire A = PDP~! avec P inversible et D
diagonale. On a alors B = AP = P~!DPP avec DP diagonale et donc B est
diagonalisable.

Inversement, si B est diagonalisable alors il existe un polynéme annulateur de B
scindé a racines simple de la forme

ﬁ (X = Ax)
k=1

De plus, puisque B est inversible, on peut supposer les A\, tous non nuls.
Sachant B = AP, le polyndéme

=

(XP = Xp)
k

1

est annulateur de A. Or ce dernier est scindé a racines simples car

- les facteurs XP — )\, et XP? — Ay (avec k # £) ont des racines deux & deux
distinctes ;

- les racines de XP? — \j, sont toutes simples (car A # 0).

On en déduit que A est diagonalisable.

Exercice 277 : [énoncé]
a) A est semblable & une matrice triangulaire supérieure stricte 7.
b) On peut écrire A = PTP~! donc

det(A+1I,) =det(T+ I,) =1

c) det(A + M) = det(M) det(AM 1 + I,,).

Puisque (AM~1)" = A"M~" = O, 0 est la seule valeur propre de AM~! et par
létude qui précede det(A 4+ M) = det M.

d) Si A est solution alors pour tout A # 0, det(A — AI,) # 0 donc 0 est seule
valeur propre de A.

Exercice 278 : [énoncé]
Puisque le polynéme X2 — X2 = X2(X — 1) annule f le lemme de décomposition
des noyaux donne

R3 = ker f? @ ker(f — Id)
Sachant dimker(f —Id) = 1, on a dimker f? = 2.
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On ne peut avoir dimker f = 0 et puisque ker f C ker f2, on a
dimker f =1 ou 2

Si dim ker f = 2 alors
R3 = ker(f —Id) @ ker f

et dans une base adaptée a cette supplémentarité, la matrice de f est

1 00
0 0 O
0 0 O

Si dimker f = 1 alors considérons e3 € ker f2\ ker f et es = f(e3).

On vérifie aisément que (eq, e3) est une base de ker f2 et en considérant un
vecteur e; € ker(f —Id) non nul, on obtient une base (e1, e2, e3) dans laquelle la
matrice de f est

1 00
0 0 1
0 0 O

Exercice 279 : [énoncé]

dimker A = n — 2 donc 0 est valeur propre de A de multiplicité au moins n — 2.
Puisque x4 est scindé, la trace de A est la somme des valeurs propres de A
comptées avec multiplicité.

Si 0 est la seule valeur propre de A alors A est semblable & une matrice
triangulaire supérieure stricte et alors A™ = O,, ce qui est exclu.

Sinon A possede alors une autre valeur propre, puis deux car la somme des valeurs
propres est nulle. Par suite la somme des dimensions des sous-espaces propres de
A est au moins n et donc A est diagonalisable.

Exercice 280 : [énoncé]
Le polynéme
X3 4X? 414X = X(X —2)?

est annulateur de M.

On en déduit SpM C {0,2} et M trigonalisable (car M annule un polynéme
scindé).

Par suite trM est la somme des valeurs propres de M comptées avec multiplicité
et puisque trM = 0, seule 0 est valeur propre de M.

On en déduit que la matrice M — 21, est inversible et puisque

M(M —2I,)* =0,

on obtient

Exercice 281 : [énoncé]

Si A est solution alors P = X (X — 2)? est annulateur de A et les valeurs propres
de A figurent parmi {0,2}. Par la trace, on peut alors affirmer que 2 est valeur
propre de multiplicité 4.

Par le lemme de décomposition des noyaux, ker(A — 21d)? et ker A sont
supplémentaires.

Par multiplicité des valeurs propres, leurs dimensions respectives sont 4 et n — 4.

Ainsi A est semblable &
21, + M 0
0 On74

avec M € My(C) vérifiant M? = 0.
En raisonnant sur le rang, on montre que M est semblable a

00 01 0010

O, 0 0 0O o 00 01
’ 0 0 0O 0 0 0 O

0 0 0 O 0 0 0 O

La réciproque est immédiate.

Exercice 282 : [énoncé]

a) Puisque A est nilpotente, A ne peut avoir que des valeurs propres nulles. Les
valeurs propres étant les racines du polynéme caractéristique et ce dernier étant
scindé sur C, x4 = X™.

b) Pour A € M, (R), on a aussi A € M,,(C) et le polynéme caractéristique est
calculé par la méme formule dans les deux cas.

Exercice 283 : [énoncé]

a) Si A € M,,(C) alors A est triangularisable et lors de cette triangularisation les
valeurs propres de A apparaissent sur la diagonale. Or A est nilpotent donc 0 est
sa seule valeur propre et la diagonale de la matrice triangulaire obtenue est nulle.
Le polynome caractéristique de A € M,,(C) est alors égal & X".

b) Pour A € M, (R), on a aussi A € M,,(C) et le polynéme caractéristique est
calculé par la méme formule dans les deux cas. Par suite le polynome
caractéristique pour A € M,,(R) est scindé et donc & nouveau A est
triangularisable avec des 0 sur la diagonale.
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Exercice 284 : [énoncé|
Puisque la matrice A est nilpotente, on a

A" =0,
et donc puisque A et B commutent
(AB)" = A"B" =0,

On en déduit que la matrice AB est aussi nilpotente. Elle est alors semblable &
une matrice triangulaire supérieure stricte et donc

tr(AB) =0

Exercice 285 : [énoncé]

a) Si A est valeur propre de A alors A? =0 d’out A = 0. Par suite x4 = (—1)"X"
puis par Cayley Hamilton A™ = 0.

b) det(A + 1) = xa(~1) = (~1)"(~1)" = 1

c) Si M est inversible det(A + M) = det(AM ~! + I) det M.

Or A et M~—! commutent donc (AM ~1)P = 0 puis par b) : det(A + M) = det M.
Si M n’est pas inversible. Posons M, = M + ;;In. Quand p — 400, M, est
inversible et commute avec A donc det(A + M,) = det M. Or det M,, — det M et
det(A + M,) — det(A + M) donc on peut prolonger 1'égalité & toute matrice qui
commute avec A.

0 1 1 2
d)Nonprendre.A—<0 0>etM—<3 4).

Exercice 286 : [énoncé]
On a
det(A + N) = det(A) det(I,, + A™'N)

Puisque A et N commutent, il en est de méme de A~! et N. On en déduit que la
matrice A”'N est nilpotente car N l’est.
La matrice A~'N est alors semblable & une matrice triangulaire supérieure stricte
et la matrice I,, + A~'N est semblable & une matrice triangulaire supérieure avec
des 1 sur la diagonale.
On en déduit

det(I, + A7'N) =1

puis
det(A+ N) =det A

Exercice 287 : [énoncé]
Si la matrice A est nilpotente alors elle est annulée par un polynéme X™ et donc

SpA ¢ {0}

Dans M,,(C), la matrice A est trigonalisable semblable & une matrice triangulaire
supérieure stricte
0 *
T= )
0 0
De la méme facon, les matrices AP sont aussi semblables & des matrices
triangulaires supérieures strictes et donc

Vp e [1,n], trA?P =0

Inversement, supposons trA? = 0 pour tout p € [1,n].

Nous allons montrer que seule 0 est valeur propre de A. On pourra alors par
trigonalisation affirmer que la matrice A est semblable dans M,,(C) & une matrice
triangulaire supérieure stricte T" et puisque 7" = O,, on aura aussi A" = O,, ce
qui conclut.

Par I’absurde supposons donc que la matrice A ait au moins une valeur propre
non nulle.

Notons A1, ..., Ay, les valeurs propres non nulles de la matrice A et aq, ..., a,, leurs
multiplicités respectives.

En procédant encore a une trigonalisation de la matrice A, on peut affirmer

V1< p<n,tr(AP) = Zai)\]? =0

1
i=1
On ne retient que les m premiéres équations pour exprimer le systéme

A1a1+)\2a2+~~—|—/\mam:0
/\foq + /\gag + -4 /\fnam =0

Alag + Aag + -+ AT, =0

Ce systeme peut se percevoir sous la forme matricielle VX = 0 avec
X:t(al...am) et

)\1 )\2 - )\m

AZAZ L a2
v=| " ? .

APOAR A
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Le déterminant de la matrice V' se calcule par déterminant de Vandermonde et est
non nul car Aq,..., A, # 0. On en déduit

Vi<i<m,a; =0

ce qui est absurde car les «; étaient des multiplicités de véritables valeurs propres.

Exercice 288 : [énoncé]

a) Supposons qu’il existe p € N* tel que fP = 0.

XP? est annulateur de f donc Sp(f) C {0}. Or Sp(f) # 0 donc Sp(f) = {0}.
Inversement, si Sp(f) = {0} alors seule 0 est racine de son polynéme
caractéristique. Or x; est scindé dans C[X] donc x5 = (—1)"X" puis f” =0 en
vertu du théoreme de Cayley Hamilton. On en déduit que f est nilpotente.

b) Supposons f nilpotent.

Par I’étude ci-dessus, f est trigonalisable stricte et donc

V1<k<ntr(ff)=0

car les puissances de f pourront aussi étre représentées par des matrices
triangulaires strictes.
Inversement, supposons

V1<k<ntr(ff) =0

En notant Aq,...,\, les valeurs propres comptées avec multiplicité de A, on
obtient le systeme
M+ +A, =0

M4 +A2=0

Al kAT =0

La résolution de ce systeme est délicate.

En raisonnant par récurrence, nous allons établir que la seule solution est
A1 = ... =\, = Oce qui permettra de conclure que f est nilpotente car
xf = (—1)"X™ est annulateur de f.

Pour n =1 : la propriété est immédiate.

Supposons la propriété au rang n — 1.

Considérons le polynéme

PX)=(X—-X)...( X=X\
En développant,

PX)=X"4ap, 1 X" '+ -+ X +ao

Comme P(\;) =0,ona Y P(\)=0.
Or .
+alz)\i + nag = nag

n n n
STPOA) =Y A a1y AT 4
i=1 i=1 i=1 i=1
On en déduit ag = 0 et donc 0 est racine de P.
Il existe alors ¢ € {1,...,n} tel que \; = 0.
Par symétrie du probleme, on peut supposer A, = 0.
Par application de I’hypothese de récurrence, on obtient Ay = ... =\, = 0.
La récurrence est établie.

Exercice 289 : [énoncé]

Si u possede une unique valeur propre A alors celle-ci est la seule racine de son
polynéme caractéristique qui est alors (X — \)4™m ¥, Ce dernier annulant u, on
peut affirmer u — AIdg est nilpotent.

Si u — Aldg est nilpotent alors il existe p € N tel que (X — A\)P soit annulateur de
u. Les valeurs propres de u étant racine de ce polynome, elles ne peuvent qu’étre
égale a \. De plus A est assurément valeur propre car un endomorphisme d’un
C-espace vectoriel de dimension finie posséde au moins une valeur propre.

Exercice 290 : [énoncé]
Rappelons qu'une matrice M carrée de taille n qui est nilpotente vérifie M™ = O,,
(Pordre de nilpotence est au plus égal a la taille de la matrice). On a

Vk e {0,...,n},(A+2"B)" =0,
Considérons alors la matrice
(A+ XB)" € M,(K[X])
Celle-ci est a coeflicients polynomiaux de degrés inférieurs a n. Puisque
1,2,...,2™ sont n + 1 racines distinctes de ces coefficients, ceux-ci sont tous nuls.

On en déduit
A" =0,

car les coefficients constants sont nuls, et
B" =0,

car les coefficients des termes X ™ sont aussi nuls.
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Exercice 291 : [énoncé]

Une matrice M € M,,(C) nilpotente vérifie M™ = O,,. Considérons la matrice
(A + xB)™. Les coefficients de cette matrice sont des polynomes de degrés
inférieurs a n s’annulant chacun en les A1, ..., Ay, Apt1, ce sont donc des
polyndmes nuls. Ainsi, pour tout z € C, (A + zB)" = O,,. En particulier pour
x =0, on obtient A™ = O,,. Aussi pour tout y # 0, en considérant y = 1/x, on a
(yA+ B)™ = O, et en faisant y — 0, on obtient B" = O,,.

Exercice 292 : [énoncé]

a) Z; est Iidéal des polyndmes annulateurs de u; il est engendré par P, = m,
polynoéme minimal de u.

La somme de deux endomorphismes nilpotents commutant est encore nilpotent
car la formule du bindome de Newton s’applique et il suffit de travailler avec un
exposant assez grand. On obtient alors facilement que 7 est un sous-groupe de
(K[X],4). La stabilité par absorption étant immédiate, Zo est un idéal de K [X]
et comme il contient 7y, il est non nul.

b) Puisque 7, C Iy, P, € PQK[X] et donc Py | P;.

Aussi, en posant n la dimension de F, on sait que pour tout endomorphisme
nilpotent de v de F, on a v™ = 0. Puisque P»(u) est nilpotent, on en déduit que
(P2)"(u) = 0 et donc P, | Py.

¢) Cette question est immédiate avec la décomposition de Dunford mais cette
derniére est hors-programme. . . Procédons autrement !

Puisque P; | Py et Py | P}, les racines de P, sont exactement celles de Py
c’est-a~dire les valeurs propres de ’endomorphisme u. On peut donc écrire

P= ] (x-xn>

AESpu

Or Py(u) étant nilpotent, il est immédiat que I’endomorphisme [] (v — Adg)
AESpu
Pest aussi.
On en déduit que
=] x-»

AESpu

et ce polyndéme est donc scindé simple.

Déterminons maintenons un polynéme R € K[X] tel que pour Q = P> R, on ait
Py(u—Q(u)) = 0.

On en déduira que u — Q(u) est diagonalisable avec Q(u) € Zs.

L’identité Pp(u — Q(u)) = 0 est obtenue dés que P; divise le polynome

Py (X - R(X)R(X)) = ] X-X-PAX)R(X))
AESpu

Or P, = J] (X — XA donc il suffit que pour chaque A € Spu, le facteur
AESpu

(X — M)A divise le facteur X — A — Po(X)R(X) pour pouvoir conclure.
On a
X = A= PyX)R(X) = (X =) [ 1= [ (X = ) R(X)
JIE2N

La condition voulue est assurément vérifiée si Sy = 1.
Pour ) > 2, la condition voulue est satisfaite si [] (A —
JIE2N
, B — 2}, la dérivée keéme du polynéme [[ (X — p)R(X) s’annule
HFEX
en \. Cela fournit des équations déterminant pleinement
R\, R'(\),...,RP*72(\) car [[ (A —p) #0.
HFEN
Sachant qu’il est possible de construire un polynéme prenant des valeurs données
ainsi que ses dérivées en des éléments deux a deux distincts de K, on peut

déterminer un polynoéme résolvant notre probleme.

w)R(N\) =1 et si pour

tout k € {1,...

Exercice 293 : [énoncé]

a) O3 = Oz donc ®(03)? = ®(03) d’out ®(03) =0 ou 1.

Si ®(03) = 1 alors pour tout A € My (R),

D(A) = P(A) x D(02) = P(A x O9) = 1.

Ceci est exclu car la fonction ® n’est pas constante. On en déduit ®(0O2) = 0.

b) Si A est nilpotente alors A% = Oy (car A est de taille 2) et donc ®(A)? = 0 puis

®(A) =0.

c) I3 = I, donc ®(I3)? = ®(I3) puis ®(I3) =0 ou 1.

Si ®(I3) = 0 alors pour tout A € M3(R), ®(A) = (A x I) = P(A) x0=0.

Ceci est exclu car la fonction ® n’est pas constante. On en déduit ®(I) = 1.
0 1

Notons F = ( 10 >

On remarque E? = I donc ®(E)? = 1 puis ®(E) = —1 car ®(E) # ®(I3).
Puisque B = EA, on en déduit ®(B) = —P(A).

d) Si A est inversible alors ®(I3) = ®(A ) D(A™1) et donc ®(A) # 0 puisque
O(I;) =1+#0.

Inversement, supposons A non inversible. 0 est valeur propre de A.
On vérifie aisément que deux matrices A et B semblables vérifient ®(A) = ®(B).
Si A est diagonalisable alors A est semblable a

0 0
0 trd

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 10 aofit 2015

Corrections 109

Par suite "
0 O 0 tr
@(A)_(b<0 trA>_(I)<O 0 )‘0

car cette derniére matrice est nilpotente.
Si A n’est pas diagonalisable A est trigonalisable (car x4 scindé sur R) et A est

semblable a
0 1
0 0

et par suite ®(A) = 0 car cette derniére matrice est nilpotente.

Exercice 294 : [énoncé]

a) SpA = {0} et A # O,, donc A n’est pas diagonalisable.

b) On remarque A" = O,, et A"~ #£ O,,.

Sl existe B € M, (R) vérifiant B? = A alors B*" = A" = O,, donc B est
nilpotente. Par suite B" = O,,.

Or B?"=2 £ 0,, avec 2n — 2 > n, c’est absurde.

Exercice 295 : [énoncé]
a) Par le développement limite de v/1 4+ = en 0 on peut écrire

V1+4+x =P, (z)+ O(x")
avec P, polynome de degré inférieur a n — 1.
b) On a
P2z)= (Vitz+0@Em) =1+z+0@")
donc
Pi(z) —2z—1=0(2")

Notons « la multiplicité de 0 en tant que racine du polynéme P2(X) — X — 1.
On peut écrire P?(X) — X — 1 = X*Q(X) avec Q(0) # 0 et donc

2*Q(x) = O(2™) au voisinage de 0

puis
2" Q) = O(1)
Nécessairement o — n > 0 et on en déduit que 0 est racine de multiplicité au
moins n du polynéme P2(X) — X — 1 et donc que X™ divise ce polynome.
¢) Puisque X" annule f, P?(X) — X — 1 annule aussi f et alors 'endomorphisme
g = P,(f) vérifie
9°=f+1dg

d) Puisque E est un C-espace vectoriel, le polyndme caractéristique de f est
scindé et puisque A est sa seule valeur propre, celui-ci est

xp = (=D"(X =A)"

En vertu du théoréme de Cayley-Hamilton, on a (f — A\ldg)™ = 0.
Considérons alors p € C vérifiant u? = X et posons

g =pPy((f — Nldg)/p?)

Puisque (f — Mdg)/u?vérifie ’hypothése du c), on a

— Ald
9> =p’ (f - E+IdE>=f

Exercice 296 : [énoncé]
a) On remarque
Vk > 2,AF = A?

En particulier A* = A2 donc X2 — X = X(X — 1) annule A2. Ce poly étant scindé
simple, la matrice A2 est diagonalisable.
De plus (A2 — A)? = A* — 243 + A% = O,, donc A? — A est nilpotente.
b) On remarque
Vi> kAl = Ak

et donc A%F = A* ce qui assure comme au dessus que A* est diagonalisable et

k |k AP Ak
(AF — Ak =" (-1 ( ) AR = 3 (1) ( ) Ak =0,

=0 t =0 ¢

Exercice 297 : [énoncé]
a) Puisque H est un hyperplan et que I, ¢ H, on a

H @ Vect(I,) = My (K)

Soit A une matrice nilpotente. On peut 1’écrire A = B + Al,, avec B € H. La
matrice B n’étant pas inversible, il existe une colonne X non nulle telle que

BX = O et alors AX = AX. Le scalaire A est une valeur propre de la matrice A.
Or les seules valeurs propres d’'une matrice nilpotente sont nulles. On en déduit
A=0puis A=Be€H.
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b) Les matrices élémentaires F; ; avec ¢ # j sont nilpotentes car de carrées nulles;
elles sont donc toutes éléments de H et par combinaison linéaire la matrice

0 1 (0)

M =
(0) 1
1 0

appartient a H. Cependant celle-ci est notoirement inversible.

Exercice 298 : [énoncé]

a) Sachant M A = O,,, on a ImA C ker M. Introduisons F' un sous-espace vectoriel
supplémentaire de ker M dans M,, 1(C). En considérant une matrice de passage P
traduisant un changement de base vers une base adaptée a la supplémentarité

./\/lml((C) =kerM & F

on obtient les écritures par blocs

“iup_ [ A1 A ~1 _ (O M
P AP_(O 0 et PP"MP = O M

On a alors
XA = XA, X XAmE o XA+M = XA, XM,

Or M, est une matrice nilpotente complexe, sa seule valeur propre étant 0, on

obtient
XMy = XdlmF

et I'identité voulue est établie.
b) C’est le méme raisonnement avec ImM C ker A et I'introduction d'un
sous-espace vectoriel F' tel que

M, 1(C)=ker A F

On a alors

-1 (0O A -1 _( My M,
P AP_(O Ay et PP"MP = 0 o

avec M nilpotente.

Exercice 299 : [énoncé]

a) Notons qu’il est immédiat de vérifier que L4 est une forme linéaire sur .

Par linéarité de la trace, on vérifie tr((AA + pB)M) = Mr(AM) + ptr(BM) ce qui
fournit la linéarité de l'application L.

Puisque dim E = dim E* < 400, il suffit désormais de vérifier I’injectivité de L
pour assurer qu’il s’agit d’un isomorphisme. Si L4 = 0 (I’application nulle) alors
en particulier L4(*A) = 0 et donc tr(A*A) = tr(*AA) = 0.

Or
n
T 2
tr(*AA) = Y |ai|
i,j=1
donc A = 0.
Puisque les hyperplans sont exactement les noyaux des formes linéaires non nulles,
on peut assurer que pour tout hyperplan H de E, il existe A € M,,(C) non nulle

telle que
H={M e M, (C)/tr(AM) = 0}

b) Pour tout matrice M € T, le produit 7'M est triangulaire & coefficients
diagonaux nuls donc tr(TM) = 0. Ainsi T,) C H puis HNT,” =T, .

Concernant H N1, ou bien c’est un hyperplan de T}, , ou bien c’est T, entier.
S’il n’y a pas de coefficient non nul dans le bloc supérieur strict de T" alors T est
diagonale et un calcul analogue au précédent donne H N7, =T, (de dimension
n(n - 1)/2)

Sinon, on peut déterminer une matrice élémentaire dans 7, qui n’est pas dans H
(si [T]; ; # 0 alors Ej;; convient) et donc H N7, est un hyperplan de 7, (de
dimension n(n — 1)/2 — 1).

c¢) Les matrices triangulaire strictes sont bien connues nilpotentes. . .

Une base de T, adjointe & une base de H N7, fournit une famille libre (car T,F
et T, sont en somme directe) et celle-ci est formée d’au moins
n(n—1)/2+n(n—1)/2 —1=mn?—n — 1 éléments.

d) Soit H un hyperplan de E. Il existe A € M,,(C) non nulle telle que

H = {M € M, (C)/tr(AM) = 0}

La matrice A est trigonalisable donc on peut écrire A = PTP~! avec P € GL,(C)
et T triangulaire supérieure non nulle. Posons alors I’isomorphisme
@ : M — P~'MP et considérons I’hyperplan

K = {N € M,(C)/tr(TN) = 0}

On constate
MeHe&p(N)e K

Par I'isomorphisme ¢, on transforme une famille de n? —n — 1 matrices nilpotentes
linéairement indépendantes d’éléments de K en une famille telle que voulue.
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Exercice 300 : [énoncé]
Commencons par établir pour 4, B € M, (K) :

A +# O,,AB = BA et B nilpotente = rg(AB) < rgA

Supposons donc A # O,,, AB = BA et B nilpotente.
Par labsurde, supposons aussi rg(AB) > rgA.
Puisque rg(AB) < min(rgA,rgB), on a rg(AB) = rgA.
Par la formule du rang, on obtient

dimker(AB) = dim ker A

Or ker A C ker(BA) = ker(AB) donc ker A = ker(AB).

Considérons ensuite ¢ : ImA — ImA donné par p(Y) = BY.

L’application ¢ est linéaire et bien définie car ImA est stable par B puisque A et
B commutent.

Soit Y = AX € ImA

Si o(Y) =0 alors BAX = ABX =0 donc X € ker(AB) = ker A puis Y = 0.
L’application linéaire ¢ est donc injective.

Or il existe p € N* tel que BP = O,, et donc ¢? : Y — BPY = O,, 1 est
I’application nulle.

Sachant l’espace ImA non réduit a {0}, il y a absurdité et ainsi rg(AB) < rgA.
En revenant a 1’énoncé initial, on montre alors par récurrence

V1<p<nrg(diAy...Ap) <n—p

et en particulier rg(A;A... A,) = 0.
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